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LEGILE TEORIEI MACROSCOPICE A 
CÂMPULUI ELECTROMAGNETIC 


1.1. NOTIUNI INTRODUCTIVE 


1.1,1. Câmpuri 


Câmpul electric este starea fizică particulară a spaţiului, în care se produc forțe 
elective (forte care se exercită asupra corpurilor încărcate cu sarcină electrică gi care 
depind de intensitatea câmpului electric local). Câmpul electric poate fi produs fie 
aducând sarcini electrice în regiunea în care urmează sá se producă câmpul, fie folosind în 
acea regiune un câmp magnetic a cărui valoare variază în timp. Câmpul magnetic este 
starea fizică particulară a spaţiului, în care se exercită forțe magnetice (forțe care se 
exercilá asupra corpurilor parcurse de curenţi electrici macroscopici sau moleculari, 
aceştia din urmă producând magnetizarea corpurilor respective). 

Câmpul electromagnetic este starea fizică particulară a spaţiului, în care există 
simultan câmp magnetic şi câmp electric, ambele câmpuri fiind variabile în timp. 

Studiul. fenomenelor din câmpul electromagnetic s-a dezvoltat în cinci etape, 
caracterizate de teoriile: acţiunii la distanță, macroscopică, microscopică, relativității, 


cuantică. 


1.1.2. Teona acţiunii la distanţă 


Până la începutul secolului al XIX-lea s-a crezut că forțele şi momentele de natură 
electrica sau magnetică se exercită direct şi instantaneu între ele. De exemplu, s-a 
considera! că oricát de mare ar fi distanța dintre două corpuri electrizate, modificarea 
stării de electrizare a unuia dintre ele atrage după sine schimbarea, în acelaşi moment a 


forței care acționează asupra celuilalt corp. 


1.1.3, Teoria macroscopică clasică a fenomenelor electromagnetice 


M, Faraday a emis ipoteza existenței unor câmpuri electrice şi magnetice in spațiul 
din jurul conductoarelor electrice, care au proprietatea de a acționa prin torţe asupra altor 


corpuri electrizate, magnetizate sau parcurse de curent aflate in câmp, 


Pomind de la ideile lui M. Faraday, în 1864 J.C. Maxwell a formulat "teoria 
câmpului electromagnetic pentru corpurile în repaus”, care a fost publicată în 1873 în 
"Tratate despre electricitate şi magnetism". H. Hertz (1857-1894) a extins teoria 


lucrarea 
si asupra corpurilor în mişcare: 

la baza teoriilor lui Maxwell şi Hertz stă concepția despre câmpul 
electromagnetic, potnvit căreia acțiunile electrice şi magnetice se transmit în spaţii şi în 
timp din aproape în aproape cu O viteză foarte mare, dar finită. De aceea, teoria 
macroscopică a câmpului electromagnetic se mai numeşte și teoria Maxwell-Hertz sau 
teoria acţiunii din aproape în aproape. Teoria macroscopică a câmpului electromagnetic 
nu fine seama de strările sistemelor fizice la scară atomică, 


1.1.4. Teona microscopică clasică a fenomenelor electromagnetice 


După cum se ştie, teoria clasică a electronilor a fost elaborată de H.A Lorentz 
(1853-1928) datorită succeselor teoriei atomice a materiei, care a impus sá se ia in 
considerare şi in electromagnetism structura discontinuă a corpurilor la scară atomică. 
"Teoria microscopică clasică admite ca unică mărime de stare a corpurilor sarcina electrică 
microscopică prin care se caracterizează particulele elementare, permițând astfel 
explicarea unui mare număr de fenomene în contradicţie cu teoria macroscopică clasică. 


1.1.5, Teona elegtrodinamică relativistă 


Pe baza teoriei relativităţii restrânse, publicată în 1905 de A. Einstein, s-a extins 
revizuirea fundamentală a conceptelor - electrodinamicii clasice macroscopice şi 
microscopice, Această teone. în care unele mărimi (lungime, masă, timp) depind de starea 
cinematicá a sistemului de referință la care ele se- raportează, a explicat discordanta dintre 
teoriile clasice, precum gi dintre rezultatele experiențelor efectuate cu corpuri şi particule 
cu vileze apropiate de cea a luminii. 


1.1.6. Teoria electrodinamică cuantică 


A apărut din necesitatea de a explica stabilitatea particulelor elementare, 
momentul magnetic propriu al acestora, efectul foto-electric, efectul Compton (1923) etc., 
electe și legi care nu au putut fi explicate nici în cadrul teoriei microscopice relativiste 
Teoria electrodinamicá cuantică a rezultat din "teoria cuantelor" iniţiată în 1900 de Plank, 
continuată şi dezvoltată de mai multi cercetători contemporani, 


1.1.7, Márimi ale teoriei macroscopice 


Există mărimi primitive, care nu pot fi definite cu ajutorul altora (lungime, timp, 
masă) sau se pot defini prin intermediul altor mărimi, dar numai recurgánd la un 
experiment (forja) şi derivate, care sunt introduse cu ajutorul altora prin relaţiile de 
definite (viteza, accelerația etc.). Mărimile primitive ale căror unităţi de măsură se aleg 
arbitrar se numesc mărimi fundamentale, iar mărimile care rezultă din relaţiile de legătură 
cu mărimile fundamentale se numesc mărimi secundare. De exemplu, în mecanică, din 
cele patru mărimi primitive, trei sunt fundamentale (lungimea, timpul, masa) şi una este 
secundară (forța). 


1.1.8, Regimurile fenomenelor electromagnetice 


Se admite că in funcue de variafia mărimilor care descriu fenomenele 
electromagnetice din teoria macroscopică există următoarele regimuri distincte, care se 
regăsesc şi in prezenta lucrare: 

- Regimul static, în care mărimile nu variază în timp, nu se produc transformări 
energetice, fenomenele electrice se produc independent de cele magnetice, iar cele două 
laturi ale câmpului electromagnetic (electric şi magnetic) se pot studia separat, 

- Regimul staționar. în care mărimile nu variază în timp, dar, spre deosebire de 
regimul static, interacțiunile câmpului cu substanța sunt însoţite de transformări 
energetice; 

- Regimul cvasistafionar. în care mărimile variază suficient de lent pentru a se 
puten neglija rediatia câmpului electromagnetic (pentru a se putea neglija câmpul 
magnetic produs de variația în timp a fluxului electric); 

- Regimul nestationar sau regimul variabil, în care mărimile variază în timp, în 
capul cel mai general. 


1.2, SISTEME DE UNITÁTI_DE MĂSURĂ 
UTILIZATE ÎN ELECTROMAGNETISM 


În relațiile de legătură între márimile fundamentale ale teorier macroscopice a 


câmpului electromugnetic se introduc constantule Yo, Eo Ho Şi fu ale căror valori 


(prestabilite) echivalează cu definirea sistemului respectiv. In principiu, în orice relație de 


legătură se pot introduce constante, însă, în sistemele de unități existente, constantele 


suplimentare, altele decât cele menționate sunt egale cu unu. Între constantele din legile şi 


aţiile de legătură. De exemplu, se poate 


teoremele diferitelor sisteme de ui exista rel 


demonstra că între viteza undei electromagnetice în vid (identică cu viteza luminii in vid- 


constantă universală) ` Co=3: 10% m/s şi constantele Co, uo, yo există relația de legătură ` 
5 


Co pe ya (ED) 


Yoyt2oHo 
Cele patru constante se regăsesc în mai multe relații ale teoriei macroscopice a 
câmpului electromagnetic, dintre care menţionăm următoarele ` 


F=yoatx Bv: (1.2) 
Deal el: (1.3) 
SS B : 
Hell + Xm) 
as 
0 
SE 1.5 
dea R? SS 
ToHoYo i? 
F= 000.2], (1.6) 
dn R 


care exprimă: relaţii de definire a inducției magnetice în vid (1.2), a inducției electrice în 
corpun (1.3). a intensității câmpului electric (1.4), precum şi forţele de repulsie între două 
corpuri punctiforme incărcate cu sarcini egale, plasate în vid (1.5) şi de atracție pe 
lungimea | a două conductoare plasate în vid la distanţa R, parcurse de curenţi egali şi de 
acelaşi sens (1.6). i 

Ultimele două relaţii, precum gi altele au fost initial considerate legi şi s-a căutat sá 
se dea acestora forme cât mai simple, cu constante unitare. În acest sens s-au construit 
sisteme de unităţi adecvate. Ulterior când s-au stabilit legi mai generale, iar (1.5), (1.6) 
etc. au devenit teoreme, s-au construit alte sisteme de unităţi, care asigurau forme simple 
pentru legile acceptate în perioada respectivă. În acest fel, constante diferite de unu pot 
trece de la o relaţie la alta, în. funcţie de sistemul de unităţi în care se lucrează. Operația 
de trecere a coeficientului ro = 4n din legile generale în alte relații particulare se numeşte 
rahonalizare. În acest caz. constanta adimensională rọ se numeşte coeficient de 
rafionalizare, Pentru sistemele rafionalizate ro > 1, ¡ar pentru cele nerationalizate (clasice), 
rezultă ru > 4n, Astfel, există sistemele de unităţi: CGS electrostatic, CGS electro- 
magnetic. COS-Gauss și MKSA, toate nerafionalizate (clasice), conform tabelului 1. 

Sistemul MKSA rafionalizat menţine ca mărime fundamentală curentul, cu 
unitatea A şi constanta universală yy = 1. Diferă de sistemul MKSA clasic prn fo = 1, 
l 


605 "e 
419.10? 


deci; uo=4710 H/m; F/m. Rationalizarea nu afectează mărimile des 


utilizate: curentul electric i, sarcina electrică q, tensiunea electrică u, fluxul magnetic A 


rezistența R, capacitatea C, inductivitatea Ly câmpul electric E etc; se modificá insá 


Tabelul J. 
MKSA MKSA 
ncraf. neral. rat. (ȘI) 


Sistemul de unitău GS es. | CGS em. 
electromagnetice 


Constantele 
universale 


_____Mănimile fundamentale : a 
+ Constantele marcate cu asterisc definesc sistemul 


unităţile de măsură pentru inducția electrică D, fluxul electric y, câmpul magnetic H, 
tensiunea magnetică Un, reluctanta Rm şi constantele de material £, u, Xo Xm- Ín sistemu! 
'MKSA s-au adoptat denumiri şi pentru unitățile mărimilor secundare. 

În 1960 s-a adoptat sistemul MKSA raționalizat (completat cu unitățile 
fundamentale pentru temperatură-gradul Kelvin şi pentru intensitatea luminoasă- 
candela), sub denumirea de Sistemul Internațional] de unități (SI), care a fost adoptat şi la 
noi în tară, în 1961, ca singurul sistem de unități de măsură legal şi obligatoriu. 


1.3. LEGILE TEORIEI MACROSCOPICE 


Se ştie că legile oricărei teorii, deci şi, ale teoriei macroscopice a fenomenelor 
electromagnetice, se stabilesc pe baza constatărilor experimentale şi se verifică in 
practica. Pe parcursul dezvoltării icoriei unele devin tcoremc. 


În paragrafele următoare sunt prezentate opt legi penerale şi patru legi de material. 


1.3.1. Legea fluxului electric. Legea legăturii dintre D, ER 


Legea fluxului electric se poate enunja astfel: Fluxul electric y prin orice 
suprafață închisă S este în orice moment egal cu sarcina electrică q din interiorul 
suprafeţei considerate ` 

yg = | DdS =q la 
5 


unde D este o mărime derivată numită inducție electrică |C/m'], iar dS -element din 
supraluța 5 [m"], conform fig. 1.1. 


Inducfia electrică este definită de expresia: 


D=egE+P, (1.8) 
: i CH unde Co este o constantă universală numită permitivitate electrică a 
5 3 vidului, cu valoarea ` 
EN l 
Kal Ep = 9 [F/m] (1.9) 
479-10 


Fig 1.1 


Expresia (1.8) se numeşte legea de legătură dintre inducția electrică D, 

intensitatea câmpului electric E şi polarizafia electrică P. 
e Din (1.7) si (1.8) se obține sarcina electrică adevărată q; 

| Das = f¿(£0E + PRS = £o f EdS + [¿PdS = q 
unde f, Eas = de (1.10) 

£0 

se numeşte fluxul intensității câmpul electric în vid, iar 

f PAS = qp (111) 
se numeşte fluxul polarizaţiei electnce pnnt-o suprafață inchisă S, ambele fiind mănm 
derivate. Suma algebncă a sarcinilor q. gt qp (de polarizaţie) reprezintă sarcina electrică 
totală din volumul limitat de suprafața inchisă S (sarcina electrică adevărată) - 

q= qe? Qp: A (1.12) 


1.3.2. Legea fluxului magnetic 


- Această lege se exprimă astfel. Fluxul magnetic printr-o suprafață închisă S este 


| în orice moment egal cu zero: f BaS SE E (1.13) 
| El S E S SE > 
| unde B este inducția magnetică [Wbrm ], iar dS -element din suprafaţa inchisă S [nu]. 


Din (1.7) şi (1.13) se deduce că nu există sarcini magneuce care să producă câmp 
magneuc, aga cum sarcinile electrice produc câmp electnc. Câmpurile de vecton cu flux nul 


se numesc câmpuri solenoidale, deci vectoni inducției magmeuce formeazá un câmp 
| solenoidal, ale cărui rii nu au extremități in interiorul suprafeței închise S din camp 

| Dacă S, şi Sz sunt două suprafeţe limitate de un contur comun C, ambele suprafețe 
| formând o suprafaţă inchisă S, atunci fluxurile $ și 62 pnn suprafețele menționate (fig.1.2) 
d sunt 4, = i BAS, şi Q: = je BdS,, iar fluxul total dat de legea fluxului magnete este 
4 


4 = [Bas = |, Bas, y fs, BAS, =0 


Suprafajele S; și Sy sunt Dän ale suprafeţei inchise S, la care elementul d$ este 


mereu indreptat către exterior. deci dëi = -dS şi 


d5, = d5. Rezultă: 


deci; ġ =0, (1.14) 
adică fluxul magnetic este conservativ. Rezultă că 
fluxul magnetic prin orice secțiune limitată de 
conturul C este acelaşi în orice moment. 


1.3.3. Legea inducției electromagnetice 


Se enunță astfel: Tensiunea electromotoare u 
produsă prin inducţie electromagnetică de-a lungul 
unei curbe închise C oarecare este egală cu viteza de 
scădere în timp a fluxului magnetic $ printr-o 
suprafață S care se sprijină pe curba C (fIg.1.3) : 


= (1.15) 


Se ştie că: u= f Edl şi & = [BAS 


deci: 


d 


Fig. 1.3 f Fdi = = fy BAS (1.16) 


( 
care reprezintă a doua formă a legii inductiei electromagnetice. Legea inducției 
electromagnetice a fost stabilită în 1831 dé M. Faraday pentru contururi C conductoare. 
Faraday a observat că într-un inel conductor omogen se stabileşte un curent electric de 
Ser dacă, şi atâta timp cât, fluxul magnetic prin suprafața limitată de inel variază 
(de exemplu, în timpul apropierii unui magnet permanent de inel). Apariţia curentului în 
inc) este datorată faptului că s-a imprimat sarcinilor o mişcare ordonată. sub acțiunea 
unor forțe, deci înseamnă că a apărut un câmp electric. Această lege exprimă astfel 


legătura dintre câmpul magnetic şi câmpul electric, 


1.3.4, Legea circuitului magnetic. Legea legăturii dintre B, H, M 


i i í ic se expri astfel: Te ` agnetomotoare U 
Legea circuitului magnetic se exprimă astfel Tensiunea magnet — 


de-a lungul conturului închis C este egală cu suma dintre curentul de conductie 
total ce străbate o suprafață 5 sprijinitá pe curba ( "al viteza de creştere in timp a 


fluxului electric prin S (fig. 1.4): 


Gah EE 
Um = $ Hdi = Hu: z fs DAS, (1.17) 
unde Heste o mărime derivată numită intensitatea 
câmpului magnetic [A/m], iar di element din conturul C, 


Intensitatea câmpului magnetic este definită de 


expresia: 


B 
HI = ----M. (1.18) 
Ho 


unde p este o constantă universală numită permeabilitate 


Fig. 1.4 magnetică a vidului. cu valoarea : 


| uo =4n:1071Hm] (1.19) 
ar B [Wb/m'] si M [A/m] - mărimi cunoscute. Unitatea [Wb/A] se numeste Henry 
(H), deci unitatea de másurá a permeabilitátii magnetice a vidului este [H/m]. 

Expresia (1.18) pusă sub forma 


= B=po(f +M) (1.20) 
se numeşte legea de legătură dintre inducția magnetică B, intensitatea câmpului magnetic 
H şi magnetizaţia M.. 


Primul termen al legii circuitului magnetic se mai serie (făcând suma algebrică a 


curentilor în.iz . . . ip din fig.1.4): 


lds =J ijz, (1.21) 


unde 0 se numeşte solenafie. 


Al doilea termen al legii circuitului magnetic se mai scrie (v.relatia 1.17): 
d YE Es 
m (i-o) 


şi se numeşte intensitatea curentului hertzian. 


1.3.5. Legea conservării sarcinii electrice 


În fig.1,4 conturul C se poate restrânge la un punct, deci suprafata S devine o 
suprafață închisă. iar tensiunea magnetomotoare (t.m.m.) de-a lungul conturului redus la 
un punct devine zero ; 

Um =$, Hdl =0 (1.23) 


Prin urmare din legea circuitului magnetic (1.17) şi din legea fluxului electric (1.7) 


se obține: 


|, Das al (1.24) 


Rezultă că relaţia (1.24) se mai poate scrie 

EE 

(E d! (1.25) 
care reprezintă o formă a legii conservării sarcinii electrice şi care se enunţă astfel: fluxul 
densităţii curentului de conducției prin orice suprafață închisă S este egală cu 
viteza de scădere a sarcinii electrice din volumul limitat de suprafaţa S, sau: 
Intensitatea curentului de conducfie total i, care părăsește o suprafață închisă S 
este egală cu viteza de scădere în timp a sarcinii electrice (adevărate) din interiorul 
suprafeţei S. 

Dacă suprafaţa închisă S se află în întregime în dielectric. atunci ] = 0. deci 


d 
SE (1.26) 


adică sarcina q din interiorul suprafeţei S rămâne constantă. sau. cu alte cuvinte sarcina 
electricá se conservă: 


n 
q=>q;¡=constant Z 0 (1.27) 
i=l 
care reprezintă o altă formă a legii conservării sarcinii electrice. 
Din această lege rezultă că sarcinile electrice nu pot fi nici create, nici distruse, ele 
pot să fie numai deplasate, ¡ar cele două feluri de sarcini electrice (sarcini negativo şi 
sarcini pozitive) apar simultan şi au module egalc. 
În cazul unui sistem neutru din punct de vedere electric. rezultă: 


n 
q=} gi Z0; 


i=1 


(128) 


1.3.6. Legea transformării energiei electromagnetice în procesul de conduche electrică. 
(Legea Joule-Lenz) 


Una din formele de exprimare a acestei legi este; Densitatea de volum a puterii p 
[W/m°], cedată sau primită de câmpul electromagnetic în procesul de conductie 
electrică este egală cu produsul scalar între intensitatea câmpului electric E [V/m] 
si densitatea curentului electric de conductle J [A/m!?] 
p=EJ (1,29) 


Puterea dezvoltată într-o porțiune de conductor filiform cu secțiunea transversală 


constantă S şi lungimea | este: 


P= [_pdv, 


(1.30) 
unde dV = Sd este elementul de volum al conductorului. iar d este elementul de lungime. 
Stiind că EP [nal rezuna 

P = | pdV = | EJSdl = i f Edl = ui. (1.31) 


unde u = [Edi = |, Edl este tensiunea in lungul conductorului pe lungimca |. iar 


i = JẸ = JS este curentul electric de conducţie din conductorul filiform (fig.1.5). Știind că 
u = Ri. legea se mai poate scrie: 


t 
W = Ri?dt, în Joule [J] (1.32) 
sau: 


Q = 0.24 | Ri“ dt. :n calorii [cal] (1.33) 
, 0 


Puterea dezvoltată de o sursă cu tensiunea 


electromotoare ue şi rezistența intenoará r este: 


e Perie IAR 0 (134) 


Fig.1.5 


1.3.7. Legea electrolizei 


Legea poate fi enunțată astfel: masa de substanță depusă în unitate de timp 
dm/dt la unul din electrozii unei băi electrolitice parcursă de curent electric de 
conducfie este egală cu produsul dintre intensitatea curentului electric i si raportul 


dm A 
dintre echivalentul electrochimic (A/n] prin constanta lui Faraday Fa = Sc 
at nto 
7 z ASA A 5 
în care Fo = 96490 C. Rezultă: ` meld —'9= Ka 
n 0 n o 
Jegea electrolizei este o lege de material. deoarece N depinde de 
electrolitului, 


natura 


1.3.8, Legea polarizafior electrico tomporare 


Această lege de material arată că: Polarizaţia electrică temporară P, este 


proporțională cu intensitatea câmpului electric E 


P = Co, E , 


unde £ [F/m] este permitivitatea electrică a vidului, iar Ae este o mărime adimensională. 
numitá susceptivitate electrică gi care depinde de natura materialului polarizat. Pentru 
medii liniare şi izotrope din (1.8) și (1.36) se obţine, succesiv: 

D=e0E+P; P=P, HES 

D 


(1.36) 


=e0f +P, +P, 

D= egE +coXeE + Pb 

D=e0(1 XE JE HP =€98,E + P, 
D=+eE +P, 


(1.37) 


unde P, este polarizatia teporará şi P, - polarizatia permanentă. 
Expresia: > €, =l+Xe (1.38) 
este permitivitatea relativă a materialului respectiv, iar; 5 
E = Ege; (1.39) 
este permitivitatea absolută a acestuia. În cazul e = 0. cel mai des intálnit în aplicaţii 
practice, relaţia (1.37) se scrie 
D:=eE 3 (1.40) 


1.3.9. Legea magnetizatiei temporare 


Această lege se poate exprima astfel: Magnetizatia temporară M, este 
proporțională cu intensitatea câmpului magnetic H : 
M;=XmH, (1.41) 
unde Xm este o mărime adimensională. numită susceptibilitate magnetică şi care depinde 
numaí de natura materialului magnetizat. 


Pentru materiale magnetice liniare şi izotrope, din (1.20) şi (1.41) se obține. 
SUccesesiv; 
B = uo(H+M), M=Mu+Mp 
B = Ho(H +M ¡+ Mp) 


B=uo(H+XmA + Mp) (1.42) 


B=up(1+ X m)H 4 HoM p 


B =pour + uoM), 
B = pH +uoMp , 


unde M, este magnetizația temporară, iat M p- magnetizafia permanentă 


Expresia: 
Mp=1+Xm i (1,43) 
este permeabilitatea relativă a materialului. iar 
Y = Moie (1.44) 


este permeabilitatea absolută a acestuia. 
În cazul M, = 0, cel mai des întâlnit in aplicaţii practice. relația (1.42) sc scrie 


=H (1.45 


1.3.10. Legea conducției electrice. (Legea lui Ohm) 


Una din formele de exprimare a acestei legi este: Suma vectorială dintre 
intensitátile câmpului electric E şi câmpului electric imprimat | este 
proporţională cu densitatea curentului de conduc pe Je 

E Eta E; = pJ 1.46 
unde factorul de proportionalitate p se numeşte rezistivitatea matenalului 

Pentru un conductor oarecare, neaccelerat. omogen din punct de vedere fizic și 
Chimic. câmpul electric imprimat este nul (E; = 0). iar (1.46) se scrie: 

Espl, A (1.47) 
reprezentând cazul cel mai des întâlnit în practică. 

integrând relaţia (1.46) de-a lungul unui conductor filiform. liniar şi izotrop 
(fig 1.6) se obține forma integrală a legii conducției electrice : 


B B B B 
f Edi +f Edl + [E¡dl = foldi, (1.43) 
A A A A 
unde: 
B B 
f Ed! = J Edl = u, (1.49 
A A 


este tensiunea electrică între punctele A şi B ale 


conductorului, 
B B 
Fig. 1.6 (Edi =| Edl = 4, AS, 
A A 
este Lem a câmpului electric imprimat pe porfinea AB, iar 
B B B dl 
[pdl - f pjd JS | p ¡R (1.51) 
y S 


A 


este căderea de tensiune între punctele A şi B, Rezultă a doua formă integrală a legii 
conducției electrice, 
u*u siR 


(1,52) 
unde: 1 = JS, este curentul de conductie, iar 
aq: N] 
SES EES (1.53) 


este rezistența electrică a conductorului cu secțiunea S [m?] și lungimea (ml 
Pentru porţiuni de conductoare fără câmp electric imprimat. legea conductici 
electrice in formă integrală este 


SEH 
e (1.54) 


iar pentru o sursă de t.e.m. (u.) cu rezistența interioară r. la bornele căreia se leagă 
rezistenta R, rezultă in circuit curentul: 


4 u 
¡== (1.55) 
R+r 
Inversul rezistenței se notează cu G şi se numeşte conductantá 
1 
G=- (1.56) 
R ) 


iar unitatea ei [421] se numeşte Siemens [S]. 
Inversul rezistivității se notează cu © (uneori cu y) şi se numeşte conductivitate 
11/Qm]: 


1.3.11. Rezistivitatea electrică 


În cele ce urmează se va arăta că rezistivitatea electrică a materialelor (p) depinde 
de natura materialului, adică de: sarcina (€o) şi masa (mo) a electronului, numărul 
electronilor liberi (n) în unitatea de volum a conductorului. timpul mediu (to) dintre două 
ciocniri consecutive (haotice) a electronului de ionii existenți in nodurile rețelei cristaline 
a metalului (conductorului) 

Dacă se admite o porțiune (1) din conductorul cu secțiunea constantă (S), atunci 
din legea conservării sarcinii electrice (| 24) norisă în modul, rezultă succesiv 
EAG d > , d d 
VE (negos!) = neuf (1.58) 

dt dt di 


edie aritmetică intre vileza inițhală 


d GI 
unde factorul = y, poate D interpretat ca viteză m 
dt 


(nulă) si viteza maximă axialá (Vm) in momentul ciocnirii electronului, Rezultă 


ya 0*VYm Soto 


= (1.59 
2 2 l 
unde a, este componenta axialá a accelerației electronului: 
F Gab epu 
ag = SNN = A = Se (1.60) 


mo mọ mol 
în care Fo este componenta axială a forței imprimată electronului, E-intensitatea câmpului 
electric, u-tensiunea (căderea de tensiune) pe porțiunea de conductor (1) considerată. 
Din (1.58), (1.59) rezultă, succesiv: 


a aoto tg ënn, u 
i = negSv= negS—— ; i= neos ==: i e (1.61 
E 2 2 poz) mg | 2mo | S 
24.8 
neto 
Comparánd (1.61) cu (1.54) se obtine 
2m 
R = F 1 (1:62) 
negto S 
şi ținând seama de (1.53) rezultă: 
R=p 2-20. ( 63) 
S neto S 
> : 
adicá = au (164) 
negto 
În relaţia (1.64) se cunosc valorile mărimilor mo st eo : 
mo =9,108-10 kg (1.65) 
eg = —1,602.1019C (1.66) 
deci (cu K-constantă și produsul "nto"-variabil cu temperatura) rezultă: 
K = 
D = — Å l 0/7) 
nto 
1,3,12, Variația rezistivităţii cu temperatura 
Din (1.65) şi (1,66) introduse în (1.64) se obține expresia rezistivității in forma 
(1,67); 
7 
pn 11107 e 
nto 


Practic se constată că la o creştere a temperaturii conductorului de la Qa la 0: 


A0 =0- 0p, 


(1.69) 

n creşte, to scade, iar produsul nt, scade pentru metale gi crește pentru cărbune. astfel încât 
rezistivitatea variază de la valoarea po la valoarea p după o relație aproximativă (pentru 
varatii relativ mici ale temperaturii): 


P = poll +040), (1.70) 


unde a este o mărime de material, numită coeficientul de temperatură al rezistivitátii. 
pozitiv pentru metale şi negativ pentru cărbune. 

O relaţie cu aproximație mai bună este (1.71) care poate fi utilizată sí pentru 
variații de temperatură D mai mari 


p = pof 1+ a^0.+ RA0?), EEEE) 


CL 


unde a şi D sunt coeficienţi de temperatură (CT şi respectiv °C’). 
Rezistivitatea materialelor semiconductoare scade după o relație de forma 
($ poe ? (1-72) 
unde a este o funcție de temperatura inițială Oo, temperatura finală 9, energia de activare 
(constantă de material) W, şi de constanta lui Boltzman (k = 1.38: LOIRE 


) EE (i 73) 
k L0 0 


f La temperaturi de câteva grade Kelvin (K) rezistivitatea unor metale și aliaje (Pb. Sn TI, 
j etc) scade la zero - fenomen numit supraconductibilitate. descoperit de fizicianul olandez 
H. Kamerlingh-Omnes în 1911. 


na 


` Capitolul 2 


pe "` ELECTROSTATICA 


Electrostatica studiază stările electrice ale corpurilor din câmpul electric, 
stări în care corpurile exercită forţe a cupluri asupra altor corpuri, invariabile în 
timp si neînsoțite de dezvoltare de căldură în conductoare (ncînsoţite de curenţi 
electrici de conductie). 


2.1. CÂMPUL ELECTRIC ÎN VID SI 


Pon e n n n e ee 


ÎN SUBSTANTA DIELECTRICĂ 


Câmpul electric este un sistem fizic, diferit de substanţă. a cărui prezenţă se 
manifestă prin acţiuni ponderomotoare asupra corpurilor electrizate (prin frecarc sau prin 
alte mijloace: termice, chimice, mecanice. iradiere etc.). Dacă sursele câmpului electrice 
sunt in repaus (sarcini electrice invariabile ca mărime şi poziție) atunci câmpul se 
numeşte câmp electrostatic. 


> E pe ctre de campuri electrostatice 

Se poate arăta că fiecărui punct din câmpul electrostatic i se poate asocia un vector 
reprezentând intensitatea câmpului electrostatic Ey(în vid) sau E (in substanță 
dielectrică), Pentru a obţine o imagine mai clară a regiunilor de câmp mai intens față de 
regiunile în care câmpul este mai puțin intens. se utilizează reprezentarea grafică prin linit 
de câmp, În fiecare punct al liniei de câmp, vectorul E, este dirijat după tangentă 

Ansamblul liniilor de câmp din câmpul electrostatic se numeşte spectru. Diterite 
spectre de linii de câmp sunt prezentate în fig.2. 1 

Examinând spectrele create de sarcinile electrice. rezultă următoarele: liniile de 
câmp sunt deschise și încep de pe corpurile cu sarcini pozitive şi se termină pe corpurile 
sau regiunile corpului cu sarcini negative, sau incep pe corpuri cu sarcini (+) şi se termină 
la infinit, Totalitatea liniilor de câmp trasate prin toate punctele unei curbe inchise (C, sau 


Proprietăţile conductoarelor în câmpul electrostatic pot servi la protejarea acestora 


faţă de fenomenul de influenţă electrică, prin închiderea acestor conductoare (aparate 
etc.) 


Spectrul cámpuluj 
electric 


Sistemul materia) 
electrizal 


Sfere cloctrizate pozitiv (+) gi negativ (-) 


Sfere încărcate cu sarcini electrice egale şi de 
semne contrare 


Sfere încărcate cu sarcini electrice cgale și de 


acelaşi semn 


| 
| 
| 
Tub de câmp | 
| 
f 


Plane paralele şi neparalele incárcate cu sarcini 
egale și de semne contrare (la extremităţi câmpul 


este distorsionat), 


Fig.2,1 Diferite ape 


Conductor (electrod) cu vârf. Densitatea sarcinii 
electrice esto maximă la vàrf şi mimmă pe lata | 
plană. În interior câmpul este nul, iar sarcinile 


sunt superficiale | 


scure de linii de camp electric 


intr-o carcasă metalică, numită ecran electrostatic, care conține numai sarcini electrice 


superficiale, in interiorul ecranului câmpul fiind nul (E=0), 


Li 


2.1.2. Formula lui Coulomb 


Se exprimă astfel: 
poe Sl Er (2.1) 
ÅRER ; 


unde îi = ES versorul razei vectoriale R (fig.2.2). F -forța exercitată asupra unuja 


dintre corpuri, gg: - sarcinile celor două corpuri. iar fe - 


permitivitatea vidului, Pentru 
medii cu dielectric, relaţia (2,1) se scrie : 


E2) 
4neR? 
unde e este permitivitatea electrică absolută (€ = €y£,) a mediului (dielectricului). | 
Din formula lui Coulomb şi experienţele sale. rezultă următoarele: 


- dacă cele două corpuri au sarcini de acelaşi/semn, forța F este orientată in sensul 
versorului U şi deci corpurile se resping; 
- corpurile cu sarcini de semne contrare se atrag. 


„Forţele coulombiene verifică principiul 
SE suprapunicrii: 
n > =] n > 
R= Bi zb? EE e u. 
E dm > Ri 


Fig.2.2 


Dacă un corp punctual încărcat cu sarcină electrică q, este situat in prezența unor 
corpuri încărcate cu sarcini repartizate cu densități de volum. de suprafață. de linie şi 
discrete, forța care se exercită asupra corpurilor cu sarcina q, se obține prin superpozitie 


E dV ` ER d oa 
AE Fee T.+ Be Län, + Non (2.3) 
de R R R wR. | 


unde integralele se extind asupra tuturor volumelor, suprafețelor şi liniilor cu densități de 
sarcini electrice. 


Cei patru termeni ai relației (2,3) reprezintă cele patru componente ale fortei Ly 


care acționează aupra corpului încărcat cu sarcina qi. 


2.1.3. Intensitatea cámpului electric 


Valoarea forței exercitată in vid de un corp punctual încărcat cu sarcina electrică 
constantă q, asupra corpului de probă incărcat cu sarcina electrică constantă q' și situat 
intr-un punct oarecare P (fig.2.3) este : 


D F= qq ú=q'É > 
4repR? S E 
deci : 
F DEE 
Ge 2 (2.5) 
4negR 


Din expresia. forţei F dată de relația (2.2) care se 
Fig.2.3 
exercită asupra corpului cu sarcina q, se deduce expresia intensității câmpului pe care-l 
stabilesc celelalte corpuri încărcate cu sarcini electrice, in punctul ocupat de corpul cu 
E a is 
¡ERA ori il 

qı ATEO; ¡Rf 

Dacă într-o regiune a spațiului vid există corpuri încărcate cu sarcini electrice 
repartizate cu densități de volum, de suprafață. de linie gi cu sarcini electrice discrete. 
intensitatea în vid a câmpului electrostatic intr-un punct P din câmp este dată de expresia 
(fig.2.4): 


sarcina q;: 


dS - pdl a 
SA PvdV a, EK (2.6) 
4neo|'Y pi Sp R ¡=1R? 


În relaţia (2.6) integralele de volum. de 
suprafaţă și de linie se calculează: pe volumul 
V, cu sarcini distribuite cu densitatea de 
volum py; pe suprafata S, cu sarcini distribuite 
cu densitatea de suprafată p, şi pe curba |. cu 
sarcini distribuite cu densitatea de linie pr tar 
suma se oloctucază pentru toate sarcinilo 


“n. discrete (concentrate) 


Ca: > DI 
Fig.2,4 
2,1,4, Potenţialul electrostatic 
Se admit două corpuri mici situate în vid, incárcate cu sarcinile electrico q şi q: peta 
lativá mică) pe o linie curbă oarecare ( fip.2:5) 


fiind fix, iar al doilea mobil (cu viteză re 


SE DE 


În punctul oarecare P, lucrul mecanic olementar esto: dl, = Fdl, unde (2.1): 


pelo rd = 19 pai. 


dange R? dro R 


Se observă insă că: tidi = dl cosa = dR., Lucrul 
mecanic efectuat de fortele cámpului pentru a deplasa 
corpul cu sarcina o din punctul Py în punctul P, oste: 


y R2 ' 
jale f R afli), (2.7) 
ATEJ RR? Are Ry, R3 


care nu depinde de forma conturului. ci numas de poziția 
punctelor P, şi P faţă de corpul fix (q). 


Dacă se calculează lucrul mecanic de-a lungul 
q  conturului inchis (R,>R-). acesta (2.7) este nul. ceea 
Fig.2.5 ce înseamnă că in câmpul electrostatic nu sc produce 
nici o formă de energie, corpurile cu sarcinile q şi q' nefiind sediul dezv oltării de căldură 
Câmpul electrostatic este caracterizat prin proprietatea că in el nu are loc 
dezvoltare de căldură. Deci, dacă în expresia lucrului mecanic elementar dL = Fdlse 
înjocuieşte F = q' E , rezultă o altă formă a lucrului mecanic: L =q 'Edi=q'U. (2.8) 


Dacă se alege o traiectorie din punctul P oarecare paná la infinit. se obţine: 


BEJN = Z = Edi SE GE E (2.9) 
Ep 4nep NR al  4negR 
deci. pentru un mediu cu substanță, omogen. liniar şi izotrop rezultă: 
VS : (2.10) 
4neoR. 


Superpozitia potentialelor. Dacă într-un domeniu se găsesc corpuri încărcate cu 
sarcini electrice repartizate cu densități de volum. de suprafaţă. de linie. precum şi corpuri 
cu sarcini discrete, potenţialul electrostatic într-un punct oarecare din câmp Are valoarea 


dată de superpozitia GE tuturor sarcinilor in acel punct: v 
dv p dS je (llo Aa 
AA ALEA pyay Ps Ke 1 211) 
0 Ans ung les ] R "Ze 


2.1.5, Gradientul potenţialului electrostatic. Teorema potenţialului electrostatic: 


Din diferența potentialelor V, şi V, rezultă tensiunea 
ei Ed P) 

Uiz = V, - V, = fEdÌ - [Edl= [Pal 

P 


Pa Ri 


F 


pa în ultima relație se consideră V,=V, (un potential de referință) şi V,=V (un 
potential într-un punct oarecare P), se obține: 


= 
de (2.12) 
Se diferenţiază relația (2.12), în care Vo = constant: 

dV = —Edi. (2.13) 


Notánd E şi dl prin proiecţiile lor: E = iE, + JE, +KE,, dl = ¡dx + ¡dy + kdz, 
rezultă:  dV=-(Eydx +Eydy +Ezdz), (2.14) 
din care se deduce că potențialul V este o funcție de x. y. 7. V = V fa cărei 
diferențială totală este 


NE OV 0 
dV = —dx + — dy + — dz ZES 
Xy a Aa 
Comparând relațiile (2.14) şi (2.15) se obin componentele intensității câmpului 
N pe 
BET Oy ôz 
S = SSC SE EK 
Rezultă: E- (194 RV mau: palio + MS 
Ox Oy OZ - Ox Oy Oz 


E = —grad V=-VV. 2.16) 

Intensitatea cámpului electrostatic E derivă dintr-un potențial scalar V. defini! de 
relaţia (2.16). 

Aplicația 1. Să sc alle potenţialul electric V într- 

un punct P situat in aer (e, = 1) la distanța R de un fir 


rectiliniu incárcat uniform cu densitatea de sarcină 
q 
Z 2 
Pi (fig.2.6). 
l 
- Se alege un sistem do axe de coordonate oxya 
cu axa oz pe dirteția liniei electrizato şi un punet P 


(R;0;0) pe axa OX 
- Pentru elementul dz, potențialul este: 


3 D dz 
dV = H „sau dV = E - =, ŞI deci 
4neoRp Ame Va” + R< 
o 72 dz Y Di în 22 t y2? ERS 
Fig. 2.6 V = | d 


dr — vz” tR al EN ER 


CSN i 


unde 7, şi 2, sunt coordonatele extremităților firului (finit) electrizat, 
Aplicația 2. Să se afle potențialul V și intensitatea câmpului E, intr-un punct P 
situat pe axa unei spire circulare de rază R, filiformá și uniform electrizatá cu sarcina 


electrică de densitate py = ia (fig.2.7). 
T 


Pentru arcul Rda, incárcat cu sarcina q;Rdo, 
potențialul dV in punctul P este: 


R 
dV = Ee da. Rezultá: 


dn Vh2 +R? 


y PS 


Arneg vh? +R? Zeo Vh- +R? 


spirei (h=0): V = Ek „Intensitatea câmpului electric este 


În centrul 


2€0 
a: -~ 
=. D pda 
j Fig.2.7 E -vvs A SS E 
v 250 h24 R? SE dh Sh? +R? | 
+ AS 
: £0 3 3 


(n? + SE 2ep[n? + R2) 


În centrul spirei (h=0) 

«Ey =0. Rezultă curbele de 

variaţie ale potențialului şi 

intensității câmpului electric 
in funcție de h (fig.2.8). 

electrostatic. Se admite că un 

corp punctiform incárcat cu 


sarcină q' se deplascazează 


incet (astfel încât să nu fie 
Fig.2.8 depășite limitele rsgimului 
elecirosíatic) și parcurge conturul închis, din Dp. 3.3. situat într-un câmp electric Ey. Sub 
acțiunea forței F = q'E corpul pleacă din punctul P, parcurge conturul si ajunge tot în 
punctul P, deci diferența de potential este nulă, 
Vp = Vp = $Epdl =0 (2.17) 
Relația (2.17) exprimă teorema potențialului electrostatic, adică circulația 


vectorului intensității câmpului electric Eq pe contur închis este nulă. deci câmpul 


electrostatic se menţine fără consum de energie din exterior gi este un câmp irotational: 
rot E =0 (2.18 
2.10) 


2.1.6. Teorema refracției liniilor de cámp electric 


Din legea fluxului electric rezultă că valoarea componentelor normale ale inducției 
electrice, de o parte şi de alta a unei suprafețe de separație a doi dielectrici (fig.2.9) 
este aceeași, dacă nu există sarcini 
adevărate - libere - pe suprafața respecti- 
Vă: Ap = Lid = [D298 sau 


Lë 


D,dScosa, = DadScosap, 


deci! 
Dar = Dn2 (2.19) 
Din-tcorema potentialulus electrice 
0 co 
rezultă: Vu = | Ed! = fEzdl 
M M 
Fig.2.9 
> o ` 7 
sau: Exdicos90 -01)= Ezdlcos 90” = az). deci: Ey = En (2.20) 
` Din fig. 2.10 rezultă: 
E (52) : Du 
r tea _ Pm - Du 
c teo, Do Da 
IS 
u Dar, Du =eiEu. Da spabo (2.21) 
n , tea eE € 
și deci BOL - It SE dă) 
u tga? € DE t2 €? 
- care reprezintă teorema refracției liniilor de câmp 
Fig.2,10 electric, 
1 
hb d : 
2,1,7, Strápungerca dielectricilor 
n 
Valoarea intensității câmpului electric pentru care dielectricul işi pierde calitățile 
) de izolant reprezimă rigiditatea electrică (sau dielectrică) Ey. În tabelul de mat jos se 
prezintă unele valori omentative pentru rigiditatea diclectricá a unor materiale. la 20°C. 
ja pentru o incercare de un minut 


Materialul 
Hârtie uleiată 


Bachelitá pură W 200 


AA H 
Cauciuc dur CG 100 - 300 
Ulei de transformator ` SO - 120 


` Porțelan glazurat 300 - 380 


E, 01052 
Materialul m 


i 
120-200 


Experimental se constată că E, depinde de: natura, puritatea și capacilalca de 
cedare de căldură a izolantului, forma electrozilor metalici intre care are loc străpungerea 
izolantului, distanța între ei, durata de aplicare a tensiunii. presiune. umiditate, 
temperatură. impuritátile din dielectric etc. 


1000 


2.2 CIRCUITE CU CONDENSATOARE Í 


2.2.1. Capacitatea electrică 


3 = Sistemul format din două conductoare (plăci sau armături) omogene. incárcate cu 
sarcini electrice egale şi de semne. contrare. separate printr-un dielectric. constituie un 
condensator electric. Prin capacitate electrică a unui condensator, se ințelege mărimea 
dată de relația:  —— — SE 


în care q este sarcina pozitivă a uneia dintre armături. iar Li - diferenţa de potential dintre 
ele, astfel aleasă încât: V, - Vz >0. 

Relaţia (2.23) este valabilă numai dacă dielectricul este neincărcat şi fără 
polarizafie permanentă. 


2,2,2 Legarea condensatoarelor 


Se va prezenta legarea în serie, paralel, în stea şi în triunghi. 

1) Condensatoare legate în serie. la o conexiune in serie a n condensatoare. 
sarcina pozitivă (de pe armătura pozitivă) a primului condensator provoacă prin influență 
apariția unei sarcini egale și de semn contrar pe cealaltă armătură a aceluiași condensator. 
Conform teoremei conservării sarcinii electrice, apare sarcina pozitivă pe armătura 


zitivă a celui de a i onde roce À d ¿ 
po elui de al doilea condensator, Procesul se repetă până la armătura negativă a 


ultimului condensator. 


Tensiunea de la bomele sistemului (fig.2.11), 
bornele condensatoarelor este, succesiv: 


C4 C2 


e 


Cn 


egalá cu suma tensiunilor de la 


e az daco U=Uj +U)+..+U. 
Udri) ul ante dat 
CO C2 Ch Ce S 
de relația: dd Aa +..+ SE (2.24) 
AE EE 


reprezintă capacitatea echivalentă a sistemului de 
condensatoare legate în serie. 


2) Condensatoare legate în paralel. La o 
conexiune în paralel a n condensatoare, având toate 


aceeaşi tensiune U 


qı = CU 

qz= CU 
Fig.2.12 

qn = CnU 


la bome- (fig.2.12), fiecare 


Lo condensator se incarcá proporțional cu capacitatea sa: 


Dar : q,+9,+..+q.=9q=U(C; +C, + +C,):q = UC., unde Ce dat de 


relaţia: C=C +C5 +.+Cp =»C;. 


(2.25) 


reprezintă capacitatea echivalentă a sistemului de condensatoare legato în paralel 


3) Condensatoarele legate in stea si in triun 


ot transfigura. 


Transfigurárile conexiunii stea în conexiune triunghi şi a conexiunii triunghi în conexiune 


stea a condensatoarelor, sunt posibile numai dacă conexiunea echivalentă își menține 
H 


după transfigurare aceleaşi potenţiale la bornele 1.2.3 şi ar absorbi prin aceste bome, 


aceleași sarcini electrice, ca înainte de transfigurare, 


Capacitátile echivalente dintre bome, luate două câte două sunt: 
GE C31C12 _ _CaC3 
EE g Ga E mie: 
Gaata. Cu Ca Cai teta: Cata 


C2023 CaCi 


C31 + o GC 


(2.26) 


Cia +C ärt 


i 1C A k A > gáseste (pentru transfigurarca 
Rezolvánd sistemul (2.26) in raport cu Ci, Ca, Ey, se gásoglo (pe 


din triunghi în stea): 
¡O 


A le EE 
© =C12 + Cai + gau, C FCn +02 t 


( 
3 31 


Ca = 


Ca Caa 
C} ` 


(2.27) 


Ca] t Cag + 


E Dia 


Rezolvând sistemul (2,26) 
in raport cu C;,, Can, C31. se găsește 


1 (pentru transfigurarea din sica in 
1 La 012 triunghi) : 

Ca q ) ; , S 

3 2 GE 4 

YA en i iz E + E + Cy 


Q 23 
a b CP A 
E CA 
Cat 
Fig.2.13 Cao = Lo 
i Ce + C> SE ES 
2.2.3 Calculul capacităților 
à _ Pentru calculul capacităților se admite că sistemul (condensatorul) este incărcat cu 


sarcinile (+q) şi (-q). se determină intensitatea câmpului electric E în funcție de q. se 
calculează tensiunea electrică U de-a lungul unei linii de câmp in diclectricul dintre 
conductoare (armături), apoi se determină capacitatea cu relația (2.23). 

1) Capacitatea condensatorului plan. Condensatorul plan este format din două 
armături plane paralele la o distanţă d, mică faţă de dimensiunile armăturilor. despărțite ` 
de un dielectric de permitivitate £ (fig.2 2.14). În acest caz. campul electric între armátun 

poate fi considerat uniform. 
Aplicând legea fluxului electric la SE S. se obține: 


= | DdS = | DdS= DS=q, deci: = q sau SE E fiind intensitatea câmpului 


electric între armături, 
Tensiunea între armături, de-a lungul unei linii de câmp este: 


2 2 
U = Edi = [Edl = Ed 
l l 


+9 | 


Fig.2.14 Fie 2.14 


A) 


e LES, "ek 
G A d 4 = Zb = e 5 j 
apacitatea are expresia: C TE] (2.29) 


În cazul când dielectricul intre armături este format din doi diclectn 
fiecare pemutivitatea €,, respectiv €, și de grosimi diferite d, și d; (fig.2.15). se poate 
considera planul de separație al celor doi dielectrici. ca suprafață echipotentalá. incărcată 
pe o parte de sarcina (+q) şi pe cealaltă cu (-q). Se formează astfel un sistem de d 


ci difent., avand 


ouă 


condensatoare în serie, de capacități : C} = SiS şi C2 = 2 
1 2 


Capacitatea echivalentă se calculează cu relația fu 2 


S 


sau C = —— 2.30 
d. d, (2.30) 
E 
ETE 
2) Capacitatea condensatorului cilindne Condensatorul cilindne (fig 2 16) cate 
format din doi cilindri conductori, coaxiali, de lungime |, cu razele R, și Re. separat pnutr- 
un dielectric omogen de permitivitate e. 


Conductorul intenor este încărcat cu 
sarcina (+q) e din motive de simetrie, 
liniile de câmp au directa radială 


Di 
O 


Se aplică legea fluxului electro | 
suprafață ` cihndncă S, coaxmală, de 
lungime |, cu o rază r. cupnnsă între R. şi 
Rə Fluxul pnn bazele cilindrulu fiind 


d nul, se obține 
i 


Fig.2.16 


y = | DdS = D2ar!=q, IL 


q DI UI 
Ee EISE 
2nrl da pei 


Tensiunea între cele două armături, calculată de-a lungul une! linu de cam 


Ra R2 R2 ir Q R, 
ds pi q ar ce 1 In ZS 
SE f Ed] = f Edf Zus, H O 
Ri RI - 
q Je SE 
Rezultă capacitatea L U Ra 
In 


n Aa 
ormula : < == [Ph] 


Dacă se exprimă capacitatea în y F/km, rezultă | 


OS 


3) Capacitatea condensatorului_sferic. 
Condensatorul sferic are ca armáturi douá sfere 
conductoare concentrice de raze R; şi Ra. separate 
printr-un dielectric omogen. de permitivitate £ 
(fig.2.17). Armătura interioară este incárcalá cu 
sarcina (+q). Liniile de câmp sunt radiale, 

Aplicând legea fluxului electric la o suprafaţă 
sferică de rază R, cuprinsă intre R; și Ra, se obține: 


= LI = DDAnR? =q sau 


4nR 4ne R? 


2 
U (Ea JER- E o 


i 1 4re R? 4ne[R, R, 
EE 
U R> -Rj 


Pentru Sue unei singure sfere de rază R, se consideră sfera exterioară la 


R, 
infinit ar) C= =U e E 


R> 
Aplicar acestei formule dă posibilitatea de a se calcula de exemplu. capacitatea 
4 
globului terestru, cu R,=6370 kmsis=1:C= 4neoR¡ = o 37-10% = 700uF. 
19-10 


4) Capacitatea liniei bifilare. Se considerá douá conductoare aeriene. de secțiune 
egală, cu raza r, de lungime 1, situate la distanța d şi izolate faţă de pământ (fig.2.18.a). 

În punctul P există intensitatea câmpului electric Eydat de conductorul 2. 
Intensitatea câmpului electric rezultant este E = E, + E, unde E, şi Ez se calculează din 
legea fluxului electric ` 

|,D48 = DS =eE,21x1=9, |,Dad$ = DaSa = eE>2n(d- x) =q. 


Rezultă, succesiv E = E, + E) = ANE Ad Silbe d E Ss 
2melx 2nel(d-x) îns! d = XJ 


Tensiunea între conductoare este: 


ii Aer OS el | q, d-r 
J= | Edk = [Edx= | —| + lt, Us — ln 
S A EA? 


wf 
Anel, 


ch d A 
Antro Ir, (2.32) 
In => 
Dacă d>>r rezultă capacitatea pe unitatea de lungime: C = SCH [1F/km]. 
361n- 
r 


$) Capacitatea conductorului față de pământ. Se consideră un conductor acrian. 


cilindric, drept, de lungime | gi rază r, parale! cu pământul. situat la distanța h. 

Dacă în fig.2.18,a, x =d/2, atunci P are potențialul zero (ca și al pământului), În 
acest caz. sarcina (-q) reprezintă imaginea sarcinii (+q), iar metoda de calcul folosită în 
această aplicaţie se numeşte metoda imaginilor electrice (fig.2.18.b), unde haer 


(+q) 


F 
S DH 
Ech 
«q? 
(-q') 
b 
: Fig.2.18 
La distanța x, intensitatea câmpului electric E este dată de legea Nuxului electric 
q = | DdS = | DdS = e E2rrxl deci: E = 7 H “Tensiunea intre conductorul aerian şi 
$ e 2r6lx 
A 2 2h 2h q q dh 
imaginea lui este ` U= Za = | Edx = | di, ¡QUe = In 
Jm IX 2nel t 
f r f 
Capacitatea conductorul aerian fată de pământ oste 
SCH 2nel [F]. KAN 
U 2h 
In 
` 
sau; Ce S 5 [uF/km] 


EOS 


6) Capacitatea de serviciu a liniilor electrice. Prin capacitatea de serviciu C; pi 
înțelege raportul dintre sarcina electrică q, a unui conductor dintr-un sistem de 


conductoare și tensiunea electrică Lu de la conductorul (k) la un alt conductor (î) al 
sistemului: 


E 234) 
Ciki = Un | (2.34) 
Ultima relația se utilizează practic in regimurile (serviciile) particulare ale 
sistemului de conductoare (de exemplu, când suma sarcinilor conductoare este zero. sau 
potenţialul unui conductor este zero etc.) 
Aplicația 1. Capacitatea de serviciu a unui singur conductor față de pământ 
(fig.2.18.b) este dată de relaţia (2.33) : 
2nel 
Sah (2.34) 


ns 
r 


C, = 


Aplicația 2. Să se determine capacitatea de serviciu între conductoarele | 
regimul de serviciu (fig.2.19.a). Se ia : 


qı =-=92 =q5 Y3 =0 (2.35) 


şi Zum 


Schema din fig.2.19.a se 
transformă in schema echi- 
valentă din fig.2.19.b. în care 
capacitatea de serviciu cerută 
este dată de relația: 


q 
e = —— . sau. cu (2.24) 
s12 us 
şi (2.25) rezultă: 


Fig.2.19 


Cie. (Cro +C31XC20 + C23) Se 
(Cio +C31)+(C20 +C23) 

Aplicația 3. Să se determine capacitatea de serviciu a liniilor aeriene inifilare, Se 
calculează in mod analog cu cea a liniilor bifilare (prima metodă a imaginilor), făcându-se 
o simetrizare prin transpuneri succesive ale conductoarelor şi obținându-se din fig.2 19: 
Co = C20 = C30 = Co și C12 = Ca3=Ca =C. 

Capacitatea de serviciu C, se obține din schema echivalentă de transfigurare din 
triunghi (fig.2.19.a) în stea (fig.2.20) unde C' = 3C 


Deci: 


C,¿=3I0+Cp. (2.37) 


În (2.37). C se calculează 


iar Co se calculează cu (2.33); 


2nel 


O i 
[n= 


r 


Fig.2.20 


2.2.4 Energia câmpului electrostatic 


Energia câmpul electric (electrostatic) se calculează presupunând că intr-un anumit 
sistem din câmp, particulele electrizate sunt aduse in mod continuu de forţe exterioare. 
Dacă starea inițială a sistemului este caracterizată pe potenţialul V = 0 şi sarcina q = 0, 
atunci o stare intermediară poate fi exprimată prin potențialul O<pV<V şi sarcina 
O<pg<qg, unde O<p<l. Rezultă că energia purtătorului a crescut cu cantitatea : 


dW; = pV,d(pa; ) (2.38) 

Energia purtătorului de rang i este : 

1 SS 
Wi = Viqi | pdp = 54; V (2.39) 
0 
iar energía electrică a întregului sistem va fi: 
CG (2.40) 
GE Wi We 
> 20 
Pentru un condensator: 

A 
S EE (2.41) 

We E aU = Lou =C 

unde C este A condensatorului. 
Ch Densitatea de energie este: 
y We Wo EK > 42) 
a, = |: (2 
Mo" "ad" gd 2" 
Se W „DE, TDi zi eE? s (2.43) 
f Qe 7 


2 Oe 2 


ee E 


2.2.5, Teorema forțelor generalizate in cåmpul electrostatic 


Pentru a se deplasa pe distanța elementară dx, unui corp din câmpul electrostatic ii 
este necesară o energie dW egală cu lucrul mecanic dL de deplasare. 
` dW, = dL = Xdx, (2.43) 
unde X este forța generalizată din câmp care acţionează asupra corpului. În acest caz. x 
este coordonată generalizată. 
De regulă, din (2.43) se calculează forja X cu relația: 
X= pW: . (2.44) 
dx 
Semnul (+) se foloseşte când în (2.40) potentialele sunt constante ON. sol sar 
semnul (-) se foloseşte când în (2.40) sarcinile sunt constante (q; = ct). 
Aplicaţie : Forța de atracţie între armáturile unui condensator. 
Dacă se păstrează constantă tensiunea din (2.41) atunci (2.44) este: 


d d 
X-a (cu?) Lui dC (2.45) 

SE dx\2 2 dx 
Dacă se păstrează constantă sarcina din (2.35). atunci (2.44) este: 
d (19? Sg 

5 EE SE SE (2 46) 

ae «dx 2.€ LOS E 
SE SE SE ; = Ee 7 E e S E 
E Relaţiile (2.45) şi (2.46) sunt echivalente. deoarece US ca 


Comparând (2.45) şi (2.29), unde distanța dintre armături, d. se înlocuieşte cu x. 
adf) IES 
rezultă: F = SEI SE A = sau (cux =d): U=d pr 
o A VES 
Dacă F = G reprezintă greutatea care menţine in echilibru electrometrul Kelvin (o 
balanță în care unul din talere este înlocuit cu un condensator plan). atunei ultima relație 


permite calcului t.e.m. (de exemplu unui element galvanic. ale cărui bome sunt puse în 
legătură cu armáturile condensatorului). 


2.2.6. Metode de rezolvare a circuitelor cu condensatoare 


În general, la circuitele cu condensatoare se cunosc valorile capacităților şi surselor 


de tensiune și se pune problema calculării sarcinilor electrice, a tensiunilor la bornele 
condensalcarelor şi a energiei înmagazinate in condensatoare, În continuare se prezintă 
principalele metode de rezolvare a circuitelor electrostatice, 


1) Metoda teoremelor lui Kirchhoff. Pentru determinarea sarcinilor se foloseşte 
egea conservării! sarcinii electrice (teorema I a lui Kirchhof) 


e 


m ` 
20 =0. (2.47) 
is 


unde m este numărul de sarcini electrice din nodul electrostatic considerat. precum şi 
teorema potențialului electrostatic pe un contur inchis alcătuit din laturi (teorema ÍI a lui 


Kirchhof): 


n 9; p 
Lo 2 Uk (2.48) 
je) ks] : 


unde n este numărul de condensatoare din circuitul parcurs. iar p - numărul de surse de 
tensiune din acel circuit (buclă). 

Relaţia (2.47) se aplică de (N-1) ori, unde N este numărul de noduri elecirice 
(electrostatice). Un exemplu de aplicare se referă la fig.2.21 a: + qi + gege CH 


Fig.2.21 
Cea de a N - a ecuaţie nu este independentă. ci reprezintă o consecință a primelor 
(N-1) ecuaţii. 
Relaţia (2.48) se aplică de B ori. unde B este numărul de bucle independente 
(fundamentale) din rețea. Un exemplu de aplicare se referă la fig.2.21 bh 
EEN — U2 
Ci Ga Ca Ca z 
Cu ecuațiile (2.47) şi (2.48) se formează un sistem de L ecuații: 

L=N-1+B, (2.49) 
unde L reprezintă numărul de laturi din retea (numărul de necunoscute, de exemplu 
sarcinile electrice q). 

Calculul circuitelor cu condensatoare folosind metoda aceasta. necesită 
următoarele etape; 
- determinarea numărului de noduri (N), laturi 


(1) şi bucle (ochiuri sau gtrcutto), 


care nu se suprapun (B), 
sarcinilor electrice pe armáturilo condensatoare- 


- stabilirea (arbitrară) a semnelor 


lor şi alegerea (arbitrară) a unui sens de parcurgere. ` 
` — serierea sistemului de L ecuaţii. La acest sistem se adaugă şi ecuaţiile rezultate 
egalitatea tensiunilor 


din egalitatea sarcinilor condensatoarelor inseriate (sau din 


condensatoarelor derivație), | 
- rezolvarea sistemului de ecuaţii. Dacă pentru una sau ma) multe sarcini se obțin 


valori negative, se va schimba polaritatea armăturilor respective: 
- determinarea tensiunilor şi energiei inmagazinată in condensatoare, 
Aplicația 1. Să se rezolve prin metoda teoremelor lui Kirchhoff prezentate mai sus. 


circuitul cu condensatoare din fig. 2.22, în care: 
C} = 7uF,C3 =4pF,C3 = luF,C4 = 2uF. U =250V. 
Se formează sistemul: (A) :-q1 +42 +q3=0, 


1,4% AAA 


Ee 
anal = E 
Si E 
în care: q3=94. Se obţine: q; =7- OE A 
Fig.2.22 q2=6-10=%€,q3=94=10*C. 
| EE q3 MM 
Uj = 2 =100V, U>s=Ñ==150V, Uz =- =100V, Us = — = 505 c 
E; ce ce ia 
w] U =7 SE Sch Za | = => 
123% SE SE E DESE e SF: 
S 4 l 
Wa =>394U4 =0,5:10?J, W= EW, =17,5-102J. n 
j=l 
2) Metoda transfigurării. Transfigurarea grupului-de condensatoare din triunghi in 
stea, sau a grupului de condensatoare din sica în triunghi (fig.2.13), se foloseşte in scopul "s 
de a reduce numărul de laturi (noduri) dintr-un circuit electrostatic si a rezolva. deci. un 1d 


sinem cu mai puține ecuații date de teoremele lui Kirchhoff. Se revine apoi la e 
inițial, urmând să se mai rezolve de regulă un sistem cu trei ecu 
sarcinile din grupul triunghi (sau stea) transfigurat. Pentru transfigurare se folosesc 
relaţiile (2.27) și (2.28), în funcţie de structura rețelei cu condensatoare. 
Aplicația 2. Să se rezolve prin metoda transfigurării circuitul 
reprezentat în fig,2.23, în care ; U = 60V, Cs 1.5 pr, e 
Cs = 2,5 uF, 
Se transfigureazá CCC; în stea (fi 


ircuttul 


atii, pentru a determina 


electrostatic 


25 6uF C;=luR Cd uF, 


E Y s ` ` y x ` 
8.2,24) şi se obțin capacitățile echivalente: 
cea fa ba A 
23 = Co +C03+ 43 a 2.7Su.F 
C} 


EE 
Cp =C01+C02+=%2 = 16,5uF.C 
C3 


Fig.2.23 ie 324 


Cat $ i 
Cay = Ca + Cy + e l =2,75ul". Se formează sistemul de ecuații: 


Ca 04 Cs Cp. +. Cj Co Cs 
in care q31 = qa, 923 = Qs şi se obţin soluţiile: q, = 180uC, ge se gan =100uC. 
Q4 = 931 = 80uC. 
Se revine la circuitul initial şi se formează sistemul de ecuații: 
E E 
AS 
care are soluțiile: q, = 604€, q, = 120uC. q3 = —20uC. 


qı +92 7912» q2 +93 =q23, 


Cu relația U, = a se obține; Uj =40V, > = Ha =Uy =20V. Us =40V. 
i 

tar cu relația W; = Cat se obține W, = 1,2 mJ, W: =], 2 m3. W, =.0.2 mJ, Wa = 0,8 
mJ, W:-2 mJ. 

Energia totală este ` W, = >. W; = 5,4m] , 

3) Metoda sarcinilor de contur. Se folosesc sarcini electrice fictive, q. - numite 
"sarcini de contur” (fig.2.25.b), care se "scurg" in circuitele (buclele) independente, 
identice ca număr (B) cu buclele fundamentale ale circuitului. La circuitul reprezentat 


A A 


simplificat in fig.2.25.a (B=3, N=3, L=5) se pot ataşa relaţiile de echivalență ` q; = 92 : 
qa qa qer; Q3 = qez Ten ; qa? des : qs > qez, Care reprezintă substitu(ii in ecuaţiile date 
de teorema I a lui Kirchhoff (pentru circuitul din fig.2.25.a), ecuații care devin banale. 
Aceleaşi substitufil introduse in ecuaţiile date de teorema a doua a lui Kirchhoff. conduc 
la un sistem cu B ecuaţii, având ca necunoscute sarcinile de contur qe: 
Sida +S1290 ++ Sinden = U, 
Sada tr Basen Ft Bopien a (2.49) 


Seat + Spada BEE nn an = Li D 


IIe SE SE 
in care S reprezintă elastanfa, S = E F l adică inversul capacității laturi respective. 


Toţi termenii din (2.49) reprezintă sume. De exemplu. termenul (Su) se citește: "suma 
elastantelor din bucla i afectate de sarcina q. inmultitá cu această sarcină”. sau termenul 
U, se citeşte "suma algebrică a t.e.m. din bucla de ordin "k". Se constată că S, = $, 

Metoda sarcinilor de contur constă în: alegerea arbitrară a polarităților sarcinilor q 
şi q.; formarea sistemului (2.49) şi rezolvarea lui, având ca necunoscute q.; determinarea 
sarcinilor q din laturi, ca sume algebrice ale sarcinilor de contur, schimbarea polarităţii 
sarcinilor q negative; determinarea tensiunilor şi energiilor fiecărui condensator. 
EE Apiieatg 3. Sá sc rezolve 
“circuitul -electrostatic din 

fig.2.26,. folosind metoda ` E 
sarcinilor de contur. Se 
cunosc ` LH =140V. U,=50V; 
U4>160V. Usg=200V. 
C,=400uF. C-=300uF. 
C3=2001E.C¿= 1001 EF, 
C,=60uF, Club, 
C=250uF. - Cu polantátile 
alese arbitrar pentu sarcinile 
q Şi Oe se serie sistemul 
(2.49); 


(S2 + S3 + Be bat +S3002 + Bel del = U2 
SE + Sa + S4 ca + Sa(-ac4) =U -U4 
Bel -deilr (Se + Sr + Sa ea + Sea = Ug 
Sa(=d02) t (Sa + Ss +S7)004 + Saca = Us 


Fig,2.26 


E 


in care Sj = E” (i= 1,2, . . 8). Se obțin soluţiile sistemului: qe = 6mC ; qa = -4mC; 
AI 
do" SMC; qu = -3 mC. Rezultă sarcinile condensatoarelor : 


q) 901 = Amt, q2 =9c1 zs Dm. 
93 = ej +q =2mC) 94 =—qc2 -qe4 = ImC: 
q5 = 7Ac4 = 3mC; de sde — den = Im, 


Q7 = 4c3 +9c4 =2mC; ges don =SmC. 

Verificarea calculelor se face cu teorema I Kirchhoff. in nodurile circuitului : 
A>-41 92 +93 =4-6+2=0 
B>+q1+94+95=-4+1+3=0, etc. 

DË 


Tensiunile condensatoarelor sunt U; = ¿(1 = 1.2.....8). Energiile condensatoare- 


U 
l 8 
lor şi energia totală au valorile: W; = HU; (12,8); W.=>3W, = 033]. 
i=] 

4) Metoda superpozitiei. Teorema superpozitiei (a suprapunerii efectelor) într-un 
circuit electrostatic se exprimă astfel: sarcina electrică dintr-o latură oarecare este egală 
cu suma algebrică a sarcinilor electrice injectate succesiv in această latură de către fiecare 
t.e.m. în parte. Teorema este o consecință a liniarităţii circuitelor, deci a liniarităţii 
ecuaţiilor circuitelor cu condensatoare, ale căror capacități electrice rămân constante, 
independent de tensiunile şi sarcinile din circuit. 

Metoda superpozifiei constă în determinarea succesivă a sarcinilor injectate în 


i g 


circuit sub acțiunea unei singure surse de t.e.m. (se consideră anulate efectele: celorlalte 
surse de t.e.m.), apoi se însumează algebric (se suprapun) sarcinile. pentru a obține in 
fiecare latură, sarcina electrică rezutantă. Metoda se aplică numai în cazul când circuitul 
conţine 2, maximum 3 surse de t.e.m. 

Aplicația 4. Să se afle prin metoda superpoziției sarcinile electrice acumulate de 
condensatoarele circuitului electrostatic din fig.2.27.a, in care se cunosc: Li =200V, 
U,=80V, C,=80uF, C3=250uF, C3=200uF, Ca=60puF, Cs=100uF, C65 100uF. 

- Se mentine in circuit numai efoctul sursei Uh, 
(fig.2,27.b) si se determină sarcina qi 
Ci(Cs +C) 


q= Ur ES — unde 


(ERAS 


O. 


- 38 - 


- Se calculează tensiunea între nodurile A - E (fig.2.27.b) precum $ sarcinile qy 


R ` qi e ` ES y D i = | A > 
e au =C4U ag; 03 = 46 = CUAE 
ade UAE = CA 4 da 724 
da CiU np ds = Cs Upp. 
- se aña UBD Heite CH Cs -q2 =C7UBp: 45 =esUBD 


- Se menţine în circuit numai efectul sursei U, (fig.2.27.c) şi în mod similar se 


determină sarcinile electrice aha 


E Goler" 3 1 : 
DEE ke KEE 
C2 +Cs +C AA | Es FC 
E i SE Ca Ce Ci +C4 e 
93 


¿=CsUnp; q3 =d6=C U an Uar = ==: 
qs 5U BD; 43 =46 e AE S E 
- ous Clap: ge Aar 
--Sc calculează sarcinile din laturi, merma polarifátile acestora in cele trei 
circuite (fig.2.27) 
qı =q-q"1=8mMC, 2 = -q'2+q"2 = 5MC. 
q3=96=4'3-9"3=2mC€: q4='4+9 4=6mC: 
gedet as Jm: 
- Se verifică teorema 1 Kirchhoff în noduri ($ q = 0), precum şi bilanțul energiilor: 


2 6 q? 

| 
EE runde Ua TEGETA) 
j=} 250; j=l Ci 


5) Metoda tensiunii între noduri. Sc recomandă in cazul circuitelor electrostatice 


cu două noduri, deși poate fi construită şi o teoric a metodei, aplicabilă la circuite cu pesto 
două noduri, dar volumul de lucru este relativ mare. 
$ Fie un circuit electrostatic cu două noduri și n laturi (fig.2.28). la care tensiunea 
intre noduri este Uo, Din teorema II a lui Kirchhoff : 


CIS 


q1 

— +U,¿=U 

q» 

A. 0 

GA 0 2 

an + Un = 0, 
n 


rezultă sarcinile condensatoarelor 
qı =C, (U; =: Uy) 
qn CU, Gs Us) 


(2.50) 
Vo +: 
8 AS) 
Fig.2.28 Din teorema I Kirchhoff aplicată nodului A : 
que q2+...+.=0. rezulta: 
Git = Ug)+ GIE = Un) AR Ce — Uo) =0 
` Se deduce tensiunea între noduri : 
UIC; +U»Co +..+U UC 
Ue AREAS Oi Ea e OS (2.51) 
F C, +C2+..+€p E 
Fiind cunoscută tensiunea între noduri. se calculează sarcinile q, (1 = 1.2.....n) cu 


relaţiile (2.50). 

Aplicația X În circuitul 
electrostatic din fig.2.29 se cunosc: 
U,=200V,  U;=150V,  Us=120V. 
C,=100uF. C,=404F.  Ca=30uF, 
C,=10uF, C<=20pF. Cs=350(1F: 

a) Sá se rezolve circuitul prin metoda 
transfigurării. combinată cu metoda 
tensiunii între noduri: b) Să se afle 
valoarea tensiunii între nodurile B-C 
şi valoarea sarcinii qi în cazul 
scurtcircuitárii şi deschiderii nodurilor 
B-C; c) Ce valoare trebuie să aibe C3 
pentru ca sarcina q, să fie nulă”: d) Ce 
valoare şi ce sens trobuie.să aibă o 


sursă de Lem. U, care, montată in 


serie cu Cy, impune Upp = 0? 


Fig.2.29 


noduri. Din (2.51) se obţine: 


U= 


Renit U 0: 


S ge =ap = (U6 -U 
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Rezolvare 
a) Se transfigureazá bucla ABD în stea 


continuare, prin metoda tensiunii între 


(fig.2.30) in care : 


Cp = C3 + C4.+ 


Cp = C3 EE 


Fig.2.30 
A Gs CsCp CICA 
Cs + cad AO ETA 
AAA 
Cette Cs +€p CI + CA 
LS Cu 50) se O sarcinile: 


Za da (e oa 


Se revine la circuitul initial din fig.2.29 şi se deduc celelalte sarcini electrice: 


cele din fig.2.28, 
RE 
Co Cs 
43,96, 
egene + AIE a, 
C3 F 
Ba 94 


S 


za 


a [A 
Ca 


Rezultate ifi i 
tatele sunt verificate cu teorema | Kirchhoff in nodurile A.B.C 


G 
în care qi şi U, sunt precedate de minus (-). e au polarităţi inverse, comparativ cu 


ATOE E 


+ AL U, +U; 293 =4:10730 


AL = Ug+U=q3=6:10"30 


= 0,94 e 


NS 


C703 
Ca =C7 +C3 + 


C2C4 _ 


SS 


3 = 190uF 


190 


190 


4 


uf 


uk 


Circuitul astfel transfigurat arc 


două noduri, deci poate fi rezolvat, în 


E O: 


Se calculează tensiunile pe condensatoare: Uc, = a precum și energiile: 
i 


12 EE 
W=>22950,=720106 


Metoda prezentată are avantajul că nu necesită rezolvári de sisteme de ecuații. 
necunoscutele obținându-se succesiv. 


b) Cu teorema II] Kirchhoff rezultă: U pc + ZS: = Us >Unc =0. adică nodurile 
5 


B şi C au aceleași potenţiale Vp = va = -100V (dacă nodul A se consideră pus la pământ, 
când VA = 0). Dacă B şi C se scurtcirculteazá. qisc = q; şi nici celelalte sarcini nu se 
modifică. Dacă, însă B şi C se deschid, atunci: 


410 = 460 =(U, e = 8.2 mC. in care Cipp = Ca E = 33uF 
A e ese e Ty 
D Cs Camp 
c) Pentru ca q4 = 0, este necesar ca : Vp = Vp. adică : Uan = Uan şi Une = Upc. sau 
qs = Q2 = qs $1 93 = q6 = qp 


Cu aceste condiții se scrie sistemul (folosind elastanțele, S; = 


A 
€; 


S248=83D 

Us - qpSs = Us = qp5S6 

(as zg Bu +9p(83 +S6)= U; +Us 
S1S3(Us - Us) + SaSs(Ui + Us) 
S6(Ui + Us)+ (Si +S3)(Us - U6) 


Introducând valorile numerice se obține S = 15: 106 F7}, sau. Ca = 67.10 SE 


si rezultă elastanta S, = 


S355 
Se constată că dacă Us = Us, atunci Sa = Zi) 2 adică se regăseşte condițta 


6 
cunoscută de echilibru a punţii simple. 

d) Pentru a afla valoarea şi sensul de debitare a unei surse U4 care să anuleze Uno 
(g4=0), este suficient să se pună condiţia de egalitate a sarcinilor de contur qei " qez 
(fig.2,29), obținându-se sistemul sarcinilor de contur ` patru ecuații cu patru necunoscute 
(ge 33 şi Us): 


Ae = Ac2 

ger(S, +83 + S4)+ Su(-ac2)+ Sal der) zU. 

geif: +9cr (Si + Ss +86) t Selga)" Va + Us us 
ege + Ss(-4c2)* gea + Sa Sa) U, + Ug 


â 
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in care, Ua s-a admis că debitează în latura C4(q4) de la D spre B. Se eliminá q, şi rezultă 
| U S355 -S256 
] = — 
tensiunea U4 = (Us Us)+(U) + 587 +57) +52[83 +56) 5 S3) A ss, F 55) 


Introducând valorile numerice se obține : U4 =307 V. 
Sy (U Us) SO SS% 
că Us = Us, atunci = + A ÓN 
Se Do A Ca tace AUN u 


adicá, depinde valoric de dezechilibrul punţii AS = SiS: - S2Se. dar și de valorile și 
polaritáfile relative ale surselor U, şi Us. În sfârșit. dacă Us = Uy = 0, atunci U, depinde de ( 
valorile AS şi U,, precum şi de semnele (polaritățile) acestora. 

6) Metoda generatorului de tensiune echivalent. Un circuit ramificat cu 
condensatoare si surse de t.e.m. este echivalent cu un generator de t.e.m., care injectează 
sarcină electrică ìn una din ramurile circuitului cu capacitatea C (elastanta S = 1/C) 
considerată receptor unic (fig.2.31). Circuitul ramificat se inlocuieşte cu generatorul de 
tensiune echivalent, din care se extrage latura care conține capacitatea C cu sarcina q 
(fig.2.31.b). În circuitul echivalent, Ugo este t.e.m. a generatorului echivalent. egală cu 
tensiunea la bornele A-B când acesta funcţionează in gol (Uaso = Va - Vp): iar Cano este 
capacitatea imterioară a sursei de tensiune echivalentă. calculată in acecaşi condiţie: 
ramura A - Cano - B deschisă. Rezultă (teorema Thévenin), 


dE UABO s Qas y a 
ES Le 
: S+SABO : 
U 
Circuit ` 


romitico! 
cu 


congens oO - 
toore 


Fig.2.31 


Met i i i ili 
ee oda generatorului de tensiune echivalent se utilizează in cazul când se cere sá 
se calcu í ică di i ici 
ee sarena electrică dintr-o singură latură a unui circuit cu condensatoare. 
Aplicația 6. În circuitul electrostatic din fig.2.32 se cunosc: U = 


S = LOS Los TOONS 
U2=200V, Us=70V , U,=120V , Us=25V CC | 


did = 1004, Gas C=200uF, Cu Ce + 

WOOF, C=250uF; a) SA se alle sarcina q din condensatorul cu capacitatea o rit a > ja 

prezentată. b) Ce valori vor avea sarcinile q. qz. q SECH 

strápung) condensatoarele Ci, Ca şi C6? i 
Răspuns | 


a) Se deschide latura A-B (fig.2,33), ob 
sarcinile; 


$ qs dacă se scurteireuitează (se 


Unându-se trei circuite independente, CU 


Se aplică teorema [I 
Kirchhoff în bucla cen. 


trală: 
Qsé 934 91 =U e U 
Es E E A 2: 


din care rezultă 

Uagc=-127,5V Se pasivi-zează 
dron din fig 2.33 şi se 
calculează capacitatea echiva- 
lentă 


S | EE 
A SUN 
SEN A EERS DR 
GEAR 
Rezultă (2.52) 
Luz AI 
ee =-10-10%=--10m 


Fig.2.33 


deci polantatea sarcinii q (în fig.2.32) este inversă 
b) Prin seurtcircuitarea condensatoarelor C), Ca, și Cs, celelalte devin toate insenate. 
având aceeași sarcină electrică nemodificată: q =| U; + Us - Us = UC =10-10 Es Ont 
Up = U) Uy - Uy |] 


6 G 
E eenegen e = — —- qs Om 
92 $, 4 S; e 


Se deduce că și inițial, inainte de scurteireuitare, (19370650. Sunele de tem Ui. 
U;, Us sunt în "opoziție" ei "compensează" tensiunile intre nodurile A-F, | „E, E-D 


Ge KE 


Capitolul 111 


ELECTROCINETICA 


Electrocinetica studiazá stárile electrice ale conductoarelor parcurse de 
curent electric de conducte, stări puse în evidență experimental (ŞI) prin 
dezvoltarea de căldură (ce se produce în aceste conductoare). 


31 REGIMUL ELECTROCINETIC STATIONAR 


Regimul electrocinetic staționar este regimul stărilor electrocinetice caracterizate 
prin mărimi de stare invariabile în timp, fiind însoțit de efecte electrocinetice constante. 


3.1.1 Câmpuri electrice imprimate 


Dacă forțele de natură neelectrică F, care acționează asupra purtătorilor mobili de 
sarcini electrice q au valoarea dată de legea acțiunii ponderomotoare, atunci se poate P 
considera că aceste forte sunt determinate de un câmp electric. denumit câmp electric 2 
imprimat: E d 
= E Ja 

S í e 


1 


Câmpurile imprimate de contact pot fi: termoelectrice. galvanice şi fotovoltaice. Câmpul „a 
electric imprimat este caracterizat de integrala: | 
1 
SE 1 
pa fE¡dl (3.2) $ 
2 1 
05 


3.1.2 Surse.de tensiuni electromotoare de c.c. 


Sursele chimice de t.e.m. se clasifică in : surse primare sau pile electrico și surs? 
undare sau acumulatoare. Aceste surse sunt construite. in principal. din do electro? 
situați intr- i ă ă 1 À 
H un electrolit, la a căror suprafață ia naştere un câmp elccine im rimat_de 
contact, 


Atv 


Pilele electrice sunt surse primare de t.e.m, ireversibile, 
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a căror utilzare este 


limitată. Ele posedă, de regulă, un electrod negativ din zinc și un electrod pozitiv din 
cupru sau de cărbune. Pentru a evita fenomenul de polarizare se introduce in electrolit. in 
jurul electrodului pozitiv, un depolarizant (Mn0;), Un exemplu de pilă electrică se 


prezintă în fig.3.1 (pila Leclanché), 


0 4 TA LAZO 
— Curba de mcórcare 
---Curbo de descórcore 


9. 


tíore)] 


Uy 
1,81..185V 
1,5 
4 rr on —— 
AV 
95 


iz Fi E IIA AS 
8 12 16 20 More 
zs CU bi de incârcore 


-- Lurbo de descórcore 
ER 


Fig.3.2 


Acumulatoarele sunt surse secundare de t.e.m. 
caracterizate prin reacţii chimice reversibile. prin 
schimbarea sensului curentului electric care trece 
prin electrolit. Ele permit ca orice sursă chimică de 
t.e.m. sá transforme energía chimică in energie 
electrică precum gi transformarea inversă în scopul 
acumulării temporare de energie. După natura 
electrolitului, acumulatoarele pot fi acide şi 
alcaline. 


Acumulatoarele acide (cu plumb) au electrozii 


formaţi din plăci de plumb. acoperite cu bioxid de 
plumb la electrodul pozitiv , respectiv cu plumb pur 


(Pb), la electrodul negativ. Electrolitul este o soluție 


În timpul 


apoasă de acid sulfuric (H804). 
descărcării, se consumă acid sulfuric şi se produce 


apă, deci concentrația electrolitului scade. La 


încărcare au loc reacții chimice inverse. În fig.3.2 
este reprezentată variaţia în timp a tensiuii unui 
element la încărcare, respectiv la descărcare cu 
curent constant. Fiecrae element al acumulatorului 
cu plumb dă o tensiune de cea. 2V şi este 
caracterizat prin capacitatea sa, egală cu sarcina 
electrică, pe care o poate livra într-o anumită 
perioadă de timp prestabilită, de regulă 10 ore 
Acumulatoarele alcaline au electrolitul bazic 
Segel din soluţie de hidratat de potasiu (KOH). 


Ele se realizează în două variante: fier-nichel sau 


cadmiu-nichel, care au o capacitate mai mică şi o 


rezistență intemă mai mare in raport cu cele acide 
În procesul de descărcare tensiunea este in jurul a 
1,2 V/element 


În 


electromotoare (surse primare 31 surse secundare), 


afară de sursele chimice de tensiune 


descrise, pilele de combustie şi termoelectrice se 


AD 


bazează pe conversia directă a energiei chimice in energie electrică, la temperatura 
mediului ambiant. 

Academicianul Vasilescu-Karpen a realizat o pilá de combustie de 1.8V, cu 
electrozi din platină spongioasă, din care unul este în contact cu acidul azotic, ¡ar celălalt 
cu hidroxidul de potasiu, cei doi electrozi fiind separați printr-un perete izolant poros. 

Deşi fenomenul care stă la baza. acestor pile este cunoscut incă din anul 1921 sub 
denumirea de efectul Seebeck, el nu a fost aplicat în scopuri energetice decât relativ 
recent, odată cu descoperirea semiconductoarelor și a proprietăților acestora. Astfel, s-au 
construit generatoare având puteri cuprinse între 20W şi 200W. pentru alimentarea 
posturilor de radiorelee şi radioreceptie. Fiabilitatea unor asemenea generatoare este 
mare, neavând părți mobile. 


3.1.3 Starea electrocinetică. Curentul electric 


Starea electrocinetică a circuitului este pusă în evidenţă prin efectele sale și 
anume: efecte mecanice (exercitare de forte şi momente asupra conductoarelor).efecte 
chimice (electrolize), efecte calorice, efecte luminoase (descărcări in gaze) etc. 
Caracterizarea stării electrocinetice se face cu ajutorul curentului electric de conductis, 
care microscopic se defineşte drept viteza de transmisie a sarcinii electrice prin secțiunea 
conductorului de către particulele libere încărcate, în mişcare față de conductor: 

Relaţia (3.3) presupune alegerea unui sens de referință al curentului, identic cu 
sensul în care trebuie să se deplaseze particulele cu sarcina pozitivă. 

Pentru caracterizarea locală, într-un punct dat. a stării electrocinetice, se foloseşte 
densitatea curentului de conductie J, definită astfel incât fluxul acestui vector printr-o 
suprafață oarecare (fig.3.3) să fie egal cu intensitatea curentului prin acea suprafată: 

i = | Ja3 =f Jaas. (3.4) 


În conductor, spre deosebire de curentul de conducție, 


, există și un curent de convecție, determinat de mişcarea 
rai particulelor încărcate, datorită mişcării întregului corp 
leony P Icon dS ` (3.5) 


precum și un curent de deplasare cauzat de variația in 


Fig.3.3 timp a inducției electrice D, a cărui densitate este 
- ID 
J 5 gn 
dep) di 


deci: Í depl = Y dep, 48 3 


(3.6) 


a ANS 


care, ca şi curentul de conductie produce câmp magnetic, 
Astfel, intensitatea curentul total din conductor este 
1 = cond + iconv + Îdepi (3 7) 


3.1.4 Teorema refracției liniilor de câmp în regimul electrocinetic 


Dacă se considerá două medii liniare, izotrope, conductivitátile y, şi Ya, separate de 
o suprafață S, atunci curentul de conductie prin suprafața elementară d$ este (fig.3.4.a); 
di = Î|dS = J)dS de unde rezultă J,dScosa, = J,d8 cosa, sau J; cosa; = J, ca, 
adică: Ja = Jm (3.8) 


Li 


d 2 Fig.3.4 
Tensiunea electrică între două puncte A şi B situate pe suprafața de separație 
(fig.3.4.b) când AB= d este dup = Edi = E,d] de unde rezultă: E disina, = Edi sna, 


| sau E, sina, = E, sino; adică: Eu = Ep. (3.9) 
Se J 
Din fig.3,4 rezultă teor = Zo . Jet =H, 
> tga) Ju Jo Jo 
) Stíind că Jy =y Ey şi Ju = y2E,2 (în absența câmpurilor imprimate. E = 0) se 
obține : 
ter _VWEu o Yi (3.10) 


3.2 CIRCUITE DE CURENT_CONTINUU LINIARE 


Se înțelege prin latură, o porțiune de circuit formată din elemente de circuit legate 
în serie, între două noduri, numărul total de laturi ale unei rețele se va nota cu L; prin nod 
de înțelege un punct al circuitului în care sunt legate cel puţin trei laturi, numărul total de 
noduri se va nota cu N; se înţelege prin ochi sau buclă - orice contur inc 


succesiune de laturi ale rețelei, numărul de bucle independente se va nota B şi reprezintă 


his format dintr-o 


- 48 ~= 


numărul maxim de bucle care nu se suprapun. 
În orice circuit electric există relația ` 
L=B+N-+1. 
Pentru circuitele electrice de curent continuu, curentul de conductie se va nota cu |, 


(3,11) 


3.2.1 Teoreme! lui Kirchhhoff Conservarea puterilor 


Prima teoremă a lui Kirchhoff este o consecință a legii de conservare a sarcinii 
electrice în regim staționar. Această teoremă se sprijină pe faptul că intr-un nod nu are loc 
acumulare de sarcini electrice (fig.3.5.a): -l + l» + li - L = 0. Pentru un nod oarecare 


suma algebrică a curenților este egală cu zero : 


SEO SEL 
A doua teoremă a lui Kirchhoff se scrie: ` 
2U=2RI (3.13) 


adică de-a lungul oricărui ochi (bucle) suma algebricá_a t.e.m. este egală cu suma 
algebrică a căderilor de tensiune. Un exemplu de aplicare a acestei teoreme este dat in 
fig-3.5.b, în care sensul de referinţă în lungul buclei este comun : 

Rl + Ral, + Ral; - R4L + Rsls= U; - Uz + Us. 


Cu prima teoremă a lui. 
Kirchhoff se -pot obține (N-1) 
ecuaţii independente. pentru (N-1) 
noduri. Cu a doua teoremă a lui 
Kirchhoff se pot obține B ecuaţii 
independente, corespunzătoare bu- 
clelor care nu se suprapun. Se 
obține un sistem de L ecuaţii 


independente care permite, de 
b. exemplu, calculul curenților celor 
Fig.3.5 L laturi în funcţie de Lem, şi 
rezistenfele circuitului, Calculul acestor curenți se face astfel: se alege câte un sens 
arbitrar pentru curenți, se aleg sensuri arbitrare de referință (de parcurgere) a buclelor: se 
scrie şi se rezolvă sistemul de ecuaţii obținut din teoremele lui Kirchhoft 


Conform legii de conservare a energiei, rezultă că într-un circuit de curent 


continuu, puterea dată de surse ( >, UI), este egală cu puterea primită de receptoare 


Be SZ Uls SZ RI, (3.14) 
care reprezintă teorema conservării puterilor in circuite de c.c. Produsul UL este negativ 
dacă sursa de t.e.m. respectivă functionează ca receptor 


E 


a 


Zeie dată a a se obține considerând un același sens de referință pentru U şi 
I. Relaţia (3.14) se utilizează gi ca o verificare a rezolvării corecte a circuitelor. 


3.2.2 Legarea rezistenţelor şi surselor de t.e.m, 


- 1) Dacă mai multe rezistențe sunt legate in serie ele pot fi injocuite cu o rezistență 
echivalentă a cărei valoare este egală cu suma rezistentelor parţiale (fig.3.6.a). 


Ru AS 

EA 
Ne A 
EAS 


l 
To De Da a ee 
Fig.3.6 
Rezultă U = U, + Uz + U, = Ril + R21 + Rl = (R; + Ra + Ry)! = RL sau R=R¡+R2+ Ra 
În general: RR EE (3.15) 


unde R este rezistența echivalentă a grupului de rezistenţe serie. 
2) La legarea în paralel a mai multor rezistenţe (fig.3.6.b) curenții din laturi sunt: 


U U 
l => h PI Eee S 
Ri R3 R3 ; 
Aplicând teorema I a lui Kirchhoff în nodul A se obține: 
EE 1 
I=1,+1,+1,= U —+=+=]=U=. 
ER Ra R3 R 
1 1 1 1 A SE Lei 
Rezultă — = — + — + — sau, în general RE (3.16) 
R, . R- R- PE A 
ER 
unde R este rezistența echivalentă a grupului de rezistențe legate în paralel. Pentru două 
rezistențe legate în paralel: 
= RiR (3.17) 
Ri +R; 
iar dacă există n rezistențe identice (Ri > R5.. Ra = R) atunci rezistența echivalentă 
este; R, = R (3.18) 
A : 


e legate în triunghi (fig.3.7) cu alt 


3) Pentru înlocuirea unui grup de trei rezistenț 
grup de trei rezistențe legate în stea (fig.3.8), 
potentialele punctelor 1,2,3 să rămână aceleaşi (ca valoare) şi dup 


SAU invers, se impune condihia ca 


xi transfigurare 


Fig.3.7 


Fig.3.8 
Rezultă că şi curenţii Ii, L,, 1, îşi vor menţine valorile după transfigurare. Implicit. 
rezistentele echivalente dintre două borne trebuie să fie egale, atât în cazul legării în 
triunghi, cât şi în cazul legării în stea 
Rp(Ra+R31) _ 
= Ryo + Ro 
Bu +(Ra3 + Rau) 


(3.19) 
Ra (R2 +R23), 


= Rip +R 
(Ry + (Rua + R23) E 


Pentru iransfigurarca din. sgr? in stea, se rezolvă sistemul de ecuaţii (3. 1a în 
raport cu Rio Rao, R3o: 
2 2 RR 

Ro +Ra+Ry 


RR 
Rio = 12 R23 


DESEN 
Ri +R2a3+R3 


= 2 3.20 
Rio + Ra + Rai să 
Pentru transfigurarea din stea în triunghi, se rezolvă sistemul de ecuaţii (3.19) în 
raport cu Riz Ra, Rai 


3 SE 
Riz = Rio + Raat 
R 30 
R23 = R20 + R30 + RoR 
Rio 
R31 = Rio + Rao + EroRso 


(3.21) 


20 
4) Leparea în serie a surselor de t.e.m. se efectuează atunci când se cere o t.e.m 


totală relativ mare (fig.3.9); U = U; +U; +...+U 


Dacă R este rezisten ircui i exteri 
ta circuitului exterior Dr- suma rezistentelor interioare 
valoarea curentului este: ] = — 


R 
“DA ech i I e 


Elementele legate în serie, au în mod obişnuit aceeași 
t.e.m. Uo aceeași rezistență interioară r și același curent 
nominal de descărcare, În cazul legării în serie a n 
elemente, t.e.m. totală este nU,, iar rezistenţa interioárá 


I 
nr, Curentul debitat pe rezistența exterioară 
E U USA 
devine: I = ee , iar diferența de potential la 
+R R 
r+ 
; n 
Fig.3.9 bornele receptorului: 
R R 
Ug = RI = nU = Uj —. 323 
R RR ES 
r+= 
n 


5) Legarea în paralel a surselor de t.e.m. se efectuează atunci când se cere un 
curent I în receptor, mai mare decât curentul Io din sursele de tensiune. Legarea în paralel 
se poate face numai cu elemente având aceleași 1.c.m. şi aceleaşi rezistențe interioare: 


Fig.3.10 O 


astfel, între diferitele elemente se produc curenți locali de circulație (curenţi de egalizare) 
care produc pierderi inutile de energie, chiar atunci când circuitul exterior al grupului este 
întrerupt. Dacă elementele sunt identice, t.e.m. a grupului este egală cu t.e.m. a fiecărui 
element, iar rezistența interioară a grupului este egală r/n, r fiind rezistența interioară a 
unui element şi n - numărul elementelor în paralel. Când grupul debitează pe o rezistență 
exterioară R, curentul total este (fig.3.10) 


Fig.3.11 


4 


I= slo, ] = Uo _ Din. (3.24) 
LR nR+r 
n a 
Diferenţa de potential la bornele receptorului este 
R 3.25) 
=RI=U,- "nu. —= (3.2: 
Un RI Uso S nU o Zar? 
EA) 
n 


6) Legarea în serie-paralel a surselor de t.e.m. se efectuează atunci când se cere o 
t.e.m, totală ridicată, cât şi un curent total mai mare decât al unei singure surse (fig.3.11). 
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gate în serie şi p numărul seriilor de elemente 
unde Le este curentul dintr-o serie, Rezultă: 


Dacă m este numărul de elemente le 
legate în paralel, curentul total este: I= plo, 
mUg ei pmUo 


Le 
A m pp mt pR 
D 
Tensiunea la bornele receptorului este: 
Ur = RI = pmUo- (3.26) 
3 Se mr + pR 


3.2.3 Transportul energiei electrice în c.c. Transferul maxim de putere 


In general pentru transportul energiei electrice in curent continuu se foloseşte o 
rețea cu două conductoare (unul de ducere al curentului şi altul de întoarcere). Lungimea 
liniei electrice este |, secțiunea conductorului este S. 

PS iar rezistivitatea acestuia este p. Sursa de tensiune 
(generatorul) are t.e.m. constantă şi egală cu U, 
) rezistența interioară este ro, iar consumatorul 


Ur (receptorul) are rezistența R (fig.3.12) 
„Rezistența conductoarelor este : Tç = o . 
Pei E SE “Curentul din receptor (curentul din linie) este: 
fm 
otr +R Boch: 
Practic ro << re. Se utilizează notația; ro + r- = Ro. Alte mărimi electrice ale rețelei sunt: 


- tensiunea receptorului Up = RI = y e 
` Ro +R 
- căderea de tensiune pe conductoare AU = rel = U AS Ro ; 
Ro +R Ro +R 
- puterea consumată de receptor PoR A (3.27) 
(Ro +R)“ 
> 
- puterea debitatá de generator Pa a Uls Y | (3.28) 
Ro tR N 
A ER E PUR R 
ran entul liniei n= — s => = me (3.29) 
PU Ra+R: ee 
gau, ținând seama de pierderea de putere AP = Ul, ns le TAR == Rol (3.30) 


a 


Transfem maxim de putere. Dacă relația (3.27) se consideră o funcție de R, atunci 
P(R) are un maxim pentru derivata nulă: 


dP d EE Cu? Ro ER 


— z — =( 
2 3.31 
dR dR (Ro +R) (Ro TRY ; ; 
de unde rezultă condiția de maxim R = Rọ. (3.32) 
În cazul See manim de putere când R = Ro mărimile electrice ale rețelei 
sunt: E GA SE EE 
Ro+R 2R Ro+R 2 Bach 2! 
BR U? Y p 
= A A A e 3 


Transferul maxim de putere este utilizat în electrocomunicații unde se urmăreşte 
transferul unei puteri maxime la receptor, chiar la randament scăzut. 


3.2.4 Metode de rezolvare a circuitelor de c.c. 


A Există mai multe asemenea metode, dar toate se bazează pe teoremele lui Kirchhof 
(care le pot înlocui) şi realizează doar artificii şi sistematizări care simplifică calculul, prin 
introducerea unor necunoscute auxiliare sau prin realizarea unui calcul din aproape în a- 

d proape, care nu necesită gruparea ecuațiilor in sisteme cu un număr mare de necunoscute. 

A rezolva un circuit electric de curent continuu înseamnă a determina curenții din 
laturi şi a efectua (a verifica) bilanțul puterilor, cunoscute fiind rezistentele şi t.e.m. 


1) Metoda curenților de contur (ciclici). Se folosesc B necunoscute auxiliare, 


curenti fictivi, numiţi "de contur", asociați câte unul pentru fiecare buclă. Curentit de 
contur se închid în buclele care nu se suprapun. fiecare parcurgând toate laturile buclei 
respective, îndeplinind condiţia ca suma lor algebrică in fiecare latură să fie egală cu 
curentul laturii respective. Prin exprimarea curenților din laturi în funcţie de curenţii de 
contur se satisface prima teoremă a lui Kirchhoff. În ecuații 
Kirchhoff, se înlocuiesc curenţii din laturi cu curenții de contur (curentul dintr-o latură 
reprezintă suma algebrică a curenților de c 
ecuaţii ` 


le date de teorema a doua a lui 


ontur respectivi) şi se obține un sistem cu B 


Rule + Racz pt Rinlon = Vo 
Role + Ralea ++ Raplep * Usa , RNS 


a + Rpolea ++ Ralea = Von 
unde R;j este suma rezistențe 
suma algebrică a t.e.m. din bucla n 


`, ar ] o 
lor din bucla i, afectate de curentul de contur Lag El 


> 


de contur. în 


Metoda curenților de contur constă în scrierea ecuațiilor curenților 


rezolvarea acestui sistem de ecuații şi în calculul curenților din laturi in funcție de curenţii 


BET fia 1, Să se rezolve prin metoda curenților ciclici rețeaua din fig.3.13. în 
icaţia |. 


care: U, = 190V, Uz = 150V; Us = 250V; Us = 60V: Us = 120V; Us = 20V: R; = 2002: 
Ra = 50; Ry = 20; Ra = 403; Rs = 100; Re = 500; Ry = 50; Re = 100; Ro = 1582. 
Se formează sistemul: 
IR, +R; + Rea + Rule + Ral ca = -U, + U, 
Ral (R> AF R, + Ro), + Role = U, + U; 
Rol, (Re +R; + Ro) + Ralea + Roles = Us 
Ral, + Rolea + (Rs + Ro + Re)lca = Rsles = Us 
Râlea = Roos +(Ra + R; + REE = -U4 To Us + Us 
care are soluţiile: Iq = -3A, L 2 = 8A, Ia = 24, la = -6A, Ls = -SA. 
Curenţii din laturi au valorile : l; = - la = 3A, 
[2 = lea = 8A, 1 = -les > 5A L= [ei le SA. 
ls = la + les = LA. le = -le3 = les > 3A 
bS -lasla > 4A_ La = las Lea = DA. 
lo =la + Le Gs 10A. 5 —— 
Dacă unul sau mai multi curenţi din laturi ar 
fi avut valori negative, sensul real din laturi ar fi 
fost invers pentru aceşti curenţi. 
Se verifică bilanțul puterilor: 


P=) UI =J RI? = 3500W = 3.5kW. 


Fig.3.13 


2) Metoda superpozitiei. Curentul dintr-o latură oarecare a unui circuit liniar este 
egal cu suma algebrică a curenților ce i-ar stabili in această latură fiecare t.e.m. dacă 
celelalte t.e.m. ar fi nule (teorema superpozitiei). Teorema este o consecință a liniaritátil 
ecuațiilor circuitelor cu rezistențe constante, independente de curenți sau tensiune. 

Curentul |; din latura j se calculează cu relaţia: 


n n 
OR (3.34) 


în care Iy este äu i i 
ar La curentul sursei k (în total fiind n surse care se consideră că funcționează 
separat), iar On, este conductanta de transfer între laturile k şi j. 
Se calculează â mtii iliti î i 
) pe rând curenții stabiliţi în laturi, sub acţiunea câte unei singure 
e.m. (se consideră n sele > i i 
í nulate celelalte t.e.m, dar se mențin nemodificate rezistentole interne 


= $8 a 


ale surselor) si apoi se adună algebric (se suprapun curenţii) pentru a găsi în fiecare latură 
curentul rezultant. 

Aplicația 2, Să se rezolve prin metoda superpoziției circuitul din fig.3,14, în care: 
U, = 60V; U: = 40V; R, = 100; R: = 50; Ry = 20, Ry = 40, Rg = 892, 

1, Se menţine în circuit doar efectul sursei U, care debitează curentul 


(dra H EE 
11 R, f | 
R, A Rs ` 
R 
R, AR ES E +R, 
UR 
41 


Se calculează tensiunea intre 
punctele A D 


R 
RA Ro + 275 + 3 
1 2 +R5 SI. 
l >Rs ai 
R3+R4 AP 
+R; 
Uani 8! 
RR. Re 4] 
s R> + Ra 
Se determină tensiunea între B,C: 
R,R 180 
ES 
atb, 4l 


Rezultă curenti; 
U 36 ; Unmci 45 
DE la A 
R 4] Rs 41 
2. Ín mod similar, ge menţine în circuit doar efectul sursei U, şi se determină in 
ordine: 122, Uc, 152, Laz, Uana Lia Fi 132. 
Se calculează curenţii din laturi: I = Lu = 253 Ah Sola ha 4A: 
ls = lz; +12=2A;,L=”L = Lir La = l A; ls Isi t ls2 e A A 


3, Se verifică bilanțul puterilor P = UI = SRI? = 340W. 


Los 


SN Ju : L, 
4, Rezultă conductantele de transfer: Lut: 7 e 0,0662"; 
| 


- 56 - | 


EY A. 
E ld. 12 20107); Gry a 2 DH sete. 
WER = ag = 0,134 Q ` Gi? U 2 21 U 1 


Ze 
spsiunit î | lică nu 
3) Metoda tensiunii între noduri . Se ap 
circuitul are mai mult de două noduri se recomandă altă metodă. Se admite o buclă 


formată de o latură si o linie a tensiunii la borne (fig.3.15), în acest caz se poate scrie: 
1 


mai la circuitul cu două noduri. dacă 


0. i b. 
Fig.3.15 
Ril; +U9 e Un: Rat: +U0 = Uz ARA +Uọ = Un. 
UU; 
unde U, este tensiunea între cele două noduri. Rezultă: Î = T ` = (U; - Un Kit 
l 


_U2 -U0 Un Uo 


= (Uz -U0)G2.-- In = 


ramurii i; De Lee 


A O SE 
Deoarece ŞI, =0, rezultă (U; = De Kin +(U2 - Uo)G2 +..+(Un - Un Kin =0 


L =(U, —Uo)Ga unde G; este conductanta 


SEH 
Se deduce tensiunea între noduri 
e (Sei PS) PL: (Era SS (3.35) 
GJ +6») ETA 2G 
Fiind cunoscută tensiunea între noduri se calculează curenții : 
U; -U ; 
AA Ea L A A ee (3.36) 
1 R; ( ) 4 ) 


Aplicația 3, Să se afle curenţii din laturile circuitului (fig.3.16.b) în care: 
U; =110V, Uz = 100V; Us = 50V; Ri = 60, Ra = 5Q;R,=300: R = 108. 
Uy Us A Uz 


leg 
A A R R > 
Tensiunea între noduri este Uy = SL e? Ri = ROV . Rezultă curenți 


| 


U=- U 
h= A e BN = 


H 


Uz-Uo. oU 
i BN 


44; la LA l4 = = =8A. 


l 2 R3 Ra 


) 


Feat 


Se verifică 2 I = 0. Sursa U; funcționează în regim de receptor. adică 1; are sensul 


real invers. De asemenea, sensul real al curentului L este invers, 


4) Metoda transfigurării. Transfigurarea se foloseşte în scopul de a reduce numărul 
de laturi dintr-un circuit complex gi a rezolva, deci. un sistem cu mai puține ecuaţii (date 
de exemplu de metoda teoremelor lui Kirchhoff. sau de metoda curenților de contur). Se 
revine apoi la circuitul iniţial urmând să se mai rezolve trei ecuaţii, pentru a determina 
curenții din grupul triunghi (sau stea) transfigurat. Pentru transfigurare se folosesc 


relaţiile (3.20) şi (3.21). 


Aplicația 4. Să se rezolve circuitul din fig.3.16.a, în:care U =178V; R; = 10%; 


R = 40Q; Ry = 300; Ry = 250; Rs = 89; R = 29. Se transfigurează steaua din punctul 


B şi se obțin rezistentele din fig.3.16.b, folosind relațiile (3.21): 


Ra 
(E: 
EE SE 
Ra 
R34 = Ra SF R4 AF R3R4 =1300. 


1 
Curentul debitat de sursa U se calculează din 


expresia: 
| = y —=9A. 
RR + RRa4 
EE MRS Ra Rs + Rau 
Ria q RR E RsRa4 


R3 + Ra RS + Rau 


Din teorema a doua a lui Kiorchhoff rezultă 


d U-RI 
RI + Riali4 = U deci La = =37A. 
Ri 
Se determină Uap si Uno : 
-b d RaRya SASN 
Fig.3.16 UAp > (1 = T es m a 120M: 
Ra + Rya 
RSR 34 
Une = (1-1 ml ION 
pe zl ulz EN 
U Une =2, 
Rezultă curenţii: 1) = ZAD = 3A şi ls = DX = SA 
d Ra Rs 
Se revine la circuitul inițial gi se determină ceilalti curenți: h = t-l = 6A: 


1=1,-1,>=2A4:;L =1-» Is * 


- 5B - 


Se verifică bilanțul puterilor: P= Z UI = 2 RI? =1602W. 


Cirouitul se poate rezolva gi prin transfigurarea AABD sau ABC). 
5) Metoda generatorului de tensiune echivalent. Metoda permr.e să se determine 
curentul 1 dintr-o latură AB a unei rețele liniare (fig.3.17), fără a mes calcula, în acest 


scop şi ceilalți curenți din rețea. 


Circuit 


complex 
de c.c. 


Fig.3.17 Fig. 3.18 
Reaţeaua complexă, cu excepția laturii AB. se echivalează c- un generator de 
tensiune, având t.e.m. egală cu Uano şi rezistența intenoră egală cu Ras- (fi8.3.18). 
În acest caz, curentul I este egal cu raportul intre tensiunea Uap de mers in gol 
(latura AB deschisă) şi suma rezistentelor R şi Raso & restului rețelei pestvizate: 
Te _VaBo ` (3.37) 
R + RABO 
numită si teorema lui Thévenin. 
Rezistența Raso se calculează tot la mersul in gol (latura AB deschisă). 
Aplicația 5. Să se afle curentul I din circuitul reprezentat in fig.? 19.a in care: 
U, =185V; U, =80V; Uy =75V ; Ru = 30; Ra = 69; Rs = 50; Ru = 202. R; = 120. 


"ME — 


a D 
Fig.3.19 
Se deschide ramura 5 (fig.3.19,b) şi rezultă curenții: 
Ui- U 35 U 
l; md mA, | n ie a JA 
R + Ro 3 34 Ra + R4 ER 


T.e.m. între A şi C, pe conturul A,B,C : 
UAco = SU- SRI =U2 + Rola = R4l34 = 90V 


= 59 a 


Rezistenţa între A și C este Raco = a + e = 60. 
l 2 We 


Cu (3.37) se obţine curentul Is = _Yaco = SA, 


Rs + RACO 
6) Metoda generatorului de curent echivalent, Un circuit electric ramificat este 


echivalent cu un generator care debitează curent electric de conductie in una din laturile 
sale, considerată receptor. 


Dacă în circuitul echivalent din fig.3.18 se notează; RI = Un, atunci cu (3.37) 


rezultă tensiunea: US Ran CAO, ea ARO 
R +R ABO |. RABO 
R 


Ee 
Cu conductantele G = R şi G ABO = se obține relația (teorema lui Norton): 


ABO 
de E -SamoVamo Je — SS 
l+ G +Gano G + Gao 


ABO 


unde Ls. = GasoUago reprezintă curentul de scurtcircuit care trece prin bornele A-B ale 
circuitului din fig.3.18, când R se scurtcircuitează (R = 0). 


3.2.5 Rezolvarea asistată de calculator a circuitelor de c.c. liniare 


Rezolvarea circuitelor liniare de c.c. asistată de calculator se utilizează în cazul 
rețelelor cu număr relativ mare de laturi. În acest sens. se folosesc tehnicile de calcul 
existente pentru a rezolva sistemele de ecuații oferite de teoremele lui Kirchhoff (3.12) şi 
(3.13), metoda curenților de contur (3.33), sau alte metode. 


3.3 CIRCUITE NELINIARE DE CURENT_CONTINUU 


Rezistoarele neliniare sunt elemente de circuit caro au rezistența electrică 
dependentă de curentul care trece prin ele sau de tensiunea aplicată la bomele lor. 
Caracteristica curent-tensiune I=f(U) a rezistorului neliniar este neliniară 

Un circuit de curent continuu se numește neliniar dacă conține in structura sa col 


puţin un rezistor neliniar. Rezistoarele neliniare se reprezintă prin simbolurile gratice din 
fig. 3.20 


Un rezistor neliniar este determinat dacă se cunoaşte caracteristică sa I=MUN, dată 
grafic, analitic sau sub formă tabelará. 


mmm, 


= 60 -< 


L 


Fig.3.20 


Rezistoarele neliniare se caracterizeazá prin rezi 
dinamică (rezistența diferenţială) Ra, definite de relațiile: 


stenta statică R; și rezistența 


y au 3.39 
e= si Ra=— (3.39) 
> Rezistenta statică şi rezistența dinamică depind de punctul de funcționare. adică 


depind de curentul din rezistor sau de tensiunea aplicată la bornele rezistorului. In 


circuitele liniare, rezistenţa statică se confundă însă cu rezistența dinamică (R; = Ra = R). 
(R = const.). E 

Dacă caracteristica curent - tensiune a rezistorului neliniar este dată grafic. relaţiile 
de definiție ale rezistenţei statice sau dinamice devin (conform fig.3.21): 


RS == ktga ; (3.40) 
Ra = = kigh; (3.41) 


~ unde K are dimensiunea unei rezistențe şi este 
ES o constantă de scară. “Aceste relaţii permit 
- interpretarea rezistenței statice ca fiind o mărime 


“- proporțională cu tangenta unghiului a format de 
_ Fig.3.21 vectorul de poziție OM cu axa ordonatelor L iar 
rezistența dinamică ca fiind o mărime proporțională cu tangenta unghiului B format de 
dreapta tangentă la caracteristica neliniară (în punctul de functionare M) cu axa 
ordonatelor I. Rezistența statică a rezistoarelor neliniare este o mărime pozitivă dar 
rezistența dinamică poate fi uneori și negativă. În circuitele electrice care conțin rezistoare 
cu rezistență dinamică negativă (de exemplu arcul electric) se pot produce oscilatii 
autointreţinute, 
În funcţie de forma caracteristicii curent-tensiune, rezistoarele neliniare se clasifică 
în; rezistoare simetrice gi rezistoare nesimetrice. Rezistoarele nesimetrice au bomele 
"polarizate" adică rezistența lor depinde şi de sensul curentului. 


3,3,1 Caracteristicile unor rezistoare neliniare 


lămpile cu inc Ram S a : i 
Lämpile cu incandescenjă sunt rezistoare neliniare simetrice: neliniaritatea 


caractensticii se datoreşie faptului că rezistența filamentului se modifică odată cu 


PII TERS 


modificarea temperaturii sale, dictată de curentul care 
trece prin filament (fig.3.22). Lampa cu filament 
metalic (caracteristica!) are coeficientul de tempe-raturá 
pozitiv, iar lampa cu filament de cărbune (caracteristica 
2) are coeficientul de temperatură negativ 

Aceste caracteristici se pot aproxima prin 
expresia: L=au=bU? (3.42) 
unde b>0 - pentru filamentul metalic şi b<0 - pentru 
filamentul de cărbune. 

Termistoarele sunt rezistoare ` neliniare 
simetrice, constituite dintr-un amestec de materiale 
semiconductoare de tpul oxizilor de fier, michel, 


mangan etc. Caractenstca curent-tensiune a unui 


termistor seamănă cu cea a lămpii cu filament de 
cărbune. Pentru unele termistoare caracteristica prezintă 
o zonă pentru care rezistența dinamică este negativă 
(porțiunea A-B din fig.3.23). e 


Varistoarele sunt rezistoare neliniare simetrice, obfinute prin presarea la 


temperaturi ridicate a unui amestec de carbură de siliciu 
şi grafit Forma parabolică a caracteristici (fig.3.24) 
poate fi aproximată prin relația: 
L=aU”; (n=3,5- 7). (3.43) 

Varistoarele sunt utilizate in practică in tehnica 
tensiunilor înalte, pentru protecția instalațiilor de înaltă 
tensiune (centrale, staţii electrice, transforma-toare etc.) 
impotriva supratensiunilor. 


Tubul cu descărcări luminiscente (tub umplut cu 
neon sau cu un alt gaz inert la presiune scăzută) este un 
rezistor neliniar cu histerezis, având caractenatică 
simetrică față de origine dacă electroni tubului sunt 
identici (fig.3.25). Pentru a putea îndeplini funcția de 


"stabilizator de tensiune", tubul luminiscent trebuie 


"aprins", adică trebuie aplicată la bome o tenmune U, 


(de aprindere) mai mare decât tensiunea stabilizată U, 
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i Arcul. electric între electrozi identici prezintă o 
caracteristicá neliniară, simetrică, cu histerezis (fig.3.26). 
Diodele semiconductoare (cu siliciu, germaniu seleniu 
etc.) sunt rezistoare neliniare cu caractentică nesimetncă, 
utilizate în principal pentru redresarea curenților alternativi. 
Caracteristica unei diode semiconductoare este dată în 
H fig.3.27 şi are ecuația: 


Fig.3.26 GEO (3.14) 
valabilă atât pentru tensiuni pozitive, cât şi pentru tensiuni 
negative aplicate la bornele diodei. 

Dioda Zener funcționează pe porțiunea din cadrul trei a 
caracteristicii, unde se pune în evidență un pronunțat palier 
în care tensiunea la bornele diodei se păstrează practic 
constantă în limite largi de variape a curentului prin diodă 
Această diodă este utilizată în practică pentru stabilizarea 
tensiunii (la valoarea U,), (fig. 3.28) - 


Fig, 3.27 


Yig,3.28 y Fig.3.29 
Dioda tunel utilizată în tehnica frecvențelor înalte are caractenstica multiformá, 
prezentând. o zonă în care rezistența dinamică a diodei este negativă. (A-B in fig. 3.29). 


D 


3,3,2 Relaţii utilizate în circuitele neliniare 


Legea lui Ohm aplicată unei laturi de circuit care conține gi un rezistor neliniar este: 
EXU=RI+Ranl, (3.45) 
unde Re reprezintă rezistența statică a rezistorului neliniar (dependentă de curent), Semnul 
(+) corespunde unei laturi receptoare (fig,3.30 a.), iar semnul (-) corespunde unei latun 
generatoare (fig.3.30.b). Relaţia poate fi pusă gi sub forma echivalentă: 


a 


E+U=RI+Un, : (3.46) 
unde U, este căderea de tensiune la bornele rezistorului neliniar (dependentă de curent). 
Legea lui Joule-Lenz aplicată unei laturi ce conţine un rezistor neliniar (fig.3.30) 


este: EI UI BI +R], (3.47) 
sau El+ Ul=RI? +U,l, (3.48) 
unde: 

I El (pontiv sau negativ) reprezintă pute-rea 
E E cedată sau absorbită de generator, 
UI (pozitiv sau negativ) - puterea absor- 
U R U R bită sau cedată la bornele laturii, 
RI? (nenegativ) - puterea absorbită de re- 
unl Ran u Ren zistorul liniar, 
È Ral (nenegativ) - puterea absorbită de 
a bo rezistorul neliniar. 


Fig 3.30 
Teoremele lui Kirchhoff se scriu sub forma (fig.3.31 şi 3.32): 


-L A 
e EN 
1 
a 
Tk Ren Rk SH 
7 ES E SC? 
nE Unk ` 
Fig 3.31 Fig. 3.32 
Ee E N) (3.49) 
DE = Rilke + Back (k=1,2,...,L-N+1) (3.50) 


Teoremele lui Kirchhoff pentru mici componente lent variabile se scriu pentru un 
circuit aflat într-o stare de referinţă caracterizată prin mărimile: Exo (tensiunile 
electromotoare), Uso (cădetile de tensiune la bornele rezistoarelor neliniare) şi Ixo (curenții 
din rezistoarele neliniare), Dacă există mici variații lente ale tensiunilor electromotoare dExo, 
atun apar mici variaţii lente atât pentru cáderiile de tensiune dU cât şi pentru curentii 
dix. În noua stare, tensiunile electromotoare vor fi Ex = Eo + dExo, cădenle de tensiune vor 
fi U; = Uko t dU , iar curenții vor fi Iy = Iko + due, Se poate arăta că: 

2 Iko =0, GSD 


3 do = 3 dlkoRdko À (3.52) 
care reprezintă teoremele lui Kirchhoff pentru moi componente lent variabile. Aceste 


teoreme scrise pentru variaţii mici în jurul unui punct de funcționare (Exo, Uko ke sunt 
Dengen cu cele, de la circuitele liniare cu observaţia că în acest caz apar rezistenfele 
„lea REE E, (de tensiune și de curent) se pot aplica circuitele 
neliniare care conțin rezistoare neliniare numai pe o singură latură Latura cu rezistoare 
neliniare pe separă între bomele A-B (£g.3.33). Circuitul incomplet Gn DES bomelor A- 
B) constituie un dipol liniar activ, căruia i se poate ataşa O schemă echivalentă cu generator 


de tensiune san cu generator de curent (fig.3.33.b şi 0). 


Fig.3.33 
în schemele echivalente, Uu reprezintă tensiunea la bornele AB când latura cu 
rezistor neliniar este întreruptă; Raso - rezistența rețelei liniare (în stânga bomelor AB) când 
sursele sunt pasivizate şi latura cu rezistor neliniar este întreruptă; las curentul de 


H m 
scurtcircuit între bornele wël Lane BS ir G= . Se pot folosi relaptie 
RaBo/ RABO 
(3.37) şi (3.38). 
Transferul de putere prin rezistoare neliniare. Se consideră un circuit in care sursa E 
transferă puterea rezistorului liniar R prin intermediul rezistorului neliniar cunoscut pnn 
caracteristica sa UD - fig. 3.34, în care : RI? = El - Ul, (3.53) 


unde RI? = P, reprezintă puterea consumată de receptor. Pentru ca această putere să fe 


E Din teorema a doua a lui Kirchhoff rezultă E - U, = RI, apoi conform deSimipel, 
Gm reprezintă rezistența dinamică R4 a rezistorului neliniar. 
Rezultă: 'R = Ry 


a ee, 
I&i £5) 


Deci, pentru circuitul din fig 3.34 se produce un 


1 A 
Sea o 
au per. il transfer maxim de putere de la sursa E la rezistoni linia 
p n R R, dacă rezi R ; 
á rezistența receptorului R este egală cu renmstenfi 
| i dinamică Ry a rezistorului neliniar pnn care are lo 
B 


transferul de putere (considerând r = O, sau r inclus in R) 


Fig, 3.34 


EE 


3.3.3 Scheme echivalente ale C.N, 


Conectarea in serie a două rezistoare neliniare este cchivalentá cu un singur 


rezistor neliniar (fig.3.45). 


E | Caracteristica  rezistorului 
Ve Una Un ini 
e == neliniar echivalent se poate 
determina dacă se cunosc 
= caracteristicile celor două 
1 ri , rezistoare neliniare din 
U 7 z ` schema inițială Presupunând 
Fig.3.35 
date grafic caracteristicile celor două rezistoare neliniare. sub forma La, = fni și Um = 
AO, (fig3.4l)rezultă: U=U¿¡+Up, (3.56) 


valabilă pentru orice valoare a curentului din circuit. Alegând o valoare arbitrară a 
curentului din circuit D (acelaşi pentru ambele rezistoare neliniare. deoarece ele sunt 
conecate în serie), se determină din caracteristici cáderile de tensiune Un şi Uma le 
bornele celor două rezistoare neliniare. Se obține tensiunea la bome: U'=U'p¡=U'p2, 
aidică în grafic se obţine punctul de coordonate CO. Un. Procedând in mod analog pentru 
mai multe valori ale curentului (T', 1" etc) se obțin valorile corespunzătoare ale tensiunii la 
bome (U, U" etc.). Unind punctele obținute (perechile de valori |. U: rtt etc) se 
determină caracteristica U=f([) care reprezintă tocmai caracteristica rezistorului neliniar 
echivalent. 

Dacă se cere rezolvarea circuitului din fig.3.35, 
când la bornele sale este aplicată tensiunea Ua atunci 
în prealabil se determină grafic (fiş.3.36) 

e rezultă 


pr Sutu) 


caracteristica echivalentă Litt, din car 
curentul Ig şi cáderile de tensiune pe cele două 
rezistoare, asa cum se indică prin săgețile din figură. 
Un circuit neliniar compus dintr-un rezistor nsliniar 


dat prin caracteristica sa LI), conectat in serie cu un 


rezistor liniar R şi alimentat de la sursa E (Ñig.3.32a) 


Plg.3.36 
poate fi rezolvat grafic fără a fi nevoie de a determina caracteristica echivalentă 
conectării în serie a celor două rezistoare, Pentru aceasta se aplică legea lui Ohum (relația 
3,48), obținându-se ecuaţia circuitului ` E-RI=Ua (3.57) 
Rezolvarea grafică a ecuaţiei (3.57) este dalá in fig 
Se construieşte dreapta U= E - RI, având tájeturile pe cele două axe egale cu E/R 
caracteritica neliniară U,(D 


3.87.b 


si respectiv E (tga =R) intersecția acestei drepte cu 
reprezintă soluția ecuntia (3.57) Abscisa punc 


ului M de intersecţie este curentul | din 


circuit, ¡ar ordonate sa 


y 
i à É Y este tensiunea la bornele 
E rezistorului nelimar (le 
E} së Tensiunea la bornele 
Un rezistorului liniar, con- 
S + form (3.57), este: 
b RI = E- Us. 
Fig.3.37 


Conectarea în paralel a doua rezistoare neliniare este echivalentă cu un singur 
rezistor neliniar (fig.3.38). Caracteristica rezistorului neliniar echivalent se poate 
determina cunoscând caracteristicile parţiale In = fi(U) şi In = GOUD ale celor două 
rezistoare neliniare (fig.3.39). Se aplică teorema întâi a lui Kirchhoff valabilă pentru orice 
valoare a tensiunii la borne : 

l= ta +1n2- (3.58) 

Alegând o valoare arbitrară a 
tensiunii la bome U' (aceeaşi 
1 1 pentru ambele rezistoare neliniare. 
la deoarece sunt conectate in paralel). 

U se obțin din grafic curenții Tu şi Tas 
el în cele două rezistoare. Se obține 

— curentul prin rezistorul echivalent 


io: 


HU 


BEER 
“Perechea de valori U', I' reprezintă un punct de pe 
caracteristica rezistorului neliniar echivalent. Procedând 
« în mod analog pentru mai multe valori ale tensiunii la 
ii _ bome (U', U" etc) se obțin valorile curentului din circuit 
(l, I" etc). Unind punctele obţinute (perechile de valori 
U, T, U", I" etc.) rezultă caracteristica 1 = RUY care 
reprezintă tocmai caracteristica rezistorului neliniar 
echivalent.Dacă se cere rezolvarea circuitului din 
y fig.3.38, când la bornele sale este aplicată tensiunea 


Up, atunci in prealabil se determină caracteristica 
Fig.3.39 
echivalentă 1 = f(U) şi coordonatele punctelor de intersecție ale dreptei U = U, cu 
caracteristicile Lu, laz şi I = MU) reprezintă curenţii din cele două rezistoare si respectiv 
curentul absorbit de la gursă, 
` Conectarea în serie a unui rezistor neliniar cu o sursă este echivalentă cu un rezistor 


neliniar (fig.3,40), Presupunând cunoscută grafic caracteristica neliniară a rozistorului 
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Lef) cât şi valoarea t.e.m. a sursei 


E, se aplică legea lui Ohm: 
l U=U,-E (3.59) 
Ú obținându-se caracteristica  rezistorului 


Fig.3.41 


b. neliniar echivalent, U = £,(1) = £,(1) - E. 
adică grafic se translatează caracteristica 


inițială U, = fi(I) cu cantitatea (-E), aşa cum se 
arată în fig.3.40. Dacă sursa de t.e.m. (fig.3.40) are 
sens contrar curentului din circuit, translatia 
caracteristicii are loc cu cantitatea (+E). 

Din tig.3.40 şi 3.41 rezultă că orice rezistor 
neliniar care are o caracteristică ce nu trece prin 
origine poate fi inlocuit cu un rezistor neliniar 
având caracteristica ce trece prin origine conectat in 


serie cu o sursă. 


"3.3.4 Calculul C.N. 


Dacă se cunosc caracteristicile rezistoarelor neliniare date sub forma grafică. este 
comod să se rezolve circuitul neliniar prin procedee grafice. Procedeele analitice de 
rezolvare a circuitelor neliniare, deşi au uneori un grad mare de exactitate. necesită un 
volum mai mare de calcule, iar aceste procedec devin complicate atunci când functia de 
aproximare a caracteristicii neliniare este un polinom cu gradul mai mare decăt doi sau 
este o funcție transcendentă. Ca metode de calcul se pot folosi: metoda grafo-analitică. 
metoda liniarizării precum şi metode de iteratie, sau metode combinate. 


Aplicaţii. 
1 a 

e ji 
a. 


Fig.3.42 


1) Circuitul neliniar 
din fig.3.42a, consti- 
tuit dintr-un rezistor 
Uau) liniar cu rezistența 
R=100Q conectat în 


U «100» 100 1 serie cu un rezistor 


neliniar având carac- 
teristica dată grafic în 
figura 3.42.b, este a- 


limentatla o tensiune 


CH E 


U = 100V. Se cere curentul din circuit și căderile de tensiune la bornele celor două 

Rezolvarea problemei se face grafic utilizând procedeul expus in paragraful 3.3.3. 
Pentru aceasta, scriind ecuaţia circuitului U = RI + U,, cu valorile numerice ale problemei 
rezultă U, = 100 - 1001. Se construieşte prin tăieturi dreapta U = 100 - 1001 care 
intersectată cu caracteristica neliniară UO) determină punctul de funcționare M al 
circuitului. Din grafic rezultă : I = 0,3A, U, = 70V şi RI = 30V. 

2) Un rezistor neliniar având caracteristica dată sub forma analitică, U = 1001? V, 
este conectat în serie cu un rezistor liniar având rezistența R = 1000. Circuitul fiind 
alimentat la tensiunea U = 100V, se cere să se determine curentul din circuit și cáderile de 
tensiune la bornele rezistoarelor. 

- Aplicând legea lui Ohm, rezultă relația U = RI + U, care , numeric devine: 
100 = 1001 + 10012. Soluţia acestei ecuaţii este 1 = O, 69A. Căderile de tensiune vor fi: 
RI = 69V şi U, =31V. 
3. În diagonala punți din fig.3.43.£, se află un rezistor neliniar a cărui caracte-nistică 
UD este dată grafic în figura 3.43.c. Rezistoarele liniare au rezistențele: 
R = R =109; R; = Ru säi Alimentând puntea de la sursa cu te.m. E = 140V se cer 
curentul prin rezistorul neliniar şi tensiunea la bornele acestuia. 


Se separă latura neliniară între bomele A-B, şi conform teoremei generatorului 
echivalent de tensiune se obține schema din fig.3.43.b. 


E 
4 Ungo = Rh — Rh 
Ra + R4 
R R 
- Rezultă ` U Agen = El =2—- A ay 
R3+Ra Ry +R3/ : 
Ruga a MR, R3Ra_ 175 


Ri + Ra R3 + R4 SCT 


Cu aceste valori, rezolvarea grafică a problemei este indicată în Ñg.3.43 (vea și 
exenplu! 1), Din grafic rezultă curentul prin rezistorul neliniar, I = 2A gi tensiunea la 
"bomele lui, U, = 17,5V, 
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4. În circuitul din fig.3.44 se cunosc R; = 
Ra = 40, Ra = ILL iar rezistorul neliniar are 
caracteristica tensiune-curent în fig.3.45 (curba 
O-M-N). Tensiunea la bornele circuitului este 
U = 12V. a) Să se determine curenții din circuit 
şi să se efectueze bilanțul 


Fig3.44 
puterilor. b) Să se afe curenții din circuit, pe cale analitică, utilizând metoda liniantățu cu 
ajutorul rezistenței dinamice Ry. 


Rezolvare a) Se foloseşte metoda 
generatorului de tensiune echivalent, in 
KR: 


e 2 389; 
RR 


care: Rapo =R3+ 


| R> 
pe e Be APE 
AO RR 


=6V 


Din relația Thévenin: | == 


5 : rezultă : RE: Ze Ranol; = UABO- in 
— I [mA] care se recunoaşte Ry l3'= Uy, deci: 


3.45 
e e =6-3l3, adică, o dreaptă reprezentată în fig.3.45 a cărei 
intersecție (în M) cu caracteristica O-M-N, stabileşte valorile coordonatelor punctului de 
fancționare M; Un =3V și 13 = mA. Rezultă şi celelalte mărimi: 
Ú LR: + Ra) U 


=1=3k0, lz = 
TARA R2 


= IMA: h = — 2 2MA. 
Ze —Ra(R3+Rn) 


Ra + Ra +Ra 

Ca verificare, se constată : 1, = l} +I, Deoarece 
Ra = Raso, analiza puterilor ne indică un transfer 
maxim de putee pe Ra  (Â8316) 


Ki 


Pa = Vanolz =6mW ` 


Bag Ral? =Unl3=3mW la un randament 


PAR ES 0S 


na 3 > wl 
Pa Rn + RABo 


În general, pentru circuitul din îig.3.44, bilanțul 


Fig 3.46 puterilor este Pa = Ul, = 24mW 


O 


3l 
Pr = Ri? - R213 + Ral] + Un = 24mW, adică. se verifică ` P=P =R= ZRI 
EN 
b) Din examinarea caracteristicii de funcționare (fig.3.45) rezullă că in jurul 
punctului de funcţionare M, se poate scrie ecuaţia dreptei M-N, care are ordonata la 


origine Up = 2V şi coeficientul unghiular ` tga = Kë „adică (cu Um = Uap = U'n 
din fig3.47): U', = Un + Rala =2+10%3. 

În fig.3.47 se prezintă schema 
A Rd echivalentă a circuitului liniarizat, 
în care Ry = lga = 1079. Cu me- 
toda tensiunii între noduri. rezultă 


Fig.3.47 
U- - 0-U 
deci : l} T USUA =2más Ba OAC mA; -l> = AC = -ImA 
z Ri R3+Rq R) 
5: Să se rezolve circuitul din fig.3.44. considerând valoarea t.e.m.. U= 8V. 


Ro =4V. Din LU: EE cu Roly Un 


Rei Ano === = 
AA RR e Rn +Rano 


rezultă : U =U amo — RABol3 d 3l3. 
Intersecţia dreptei UP, cu curba O-M-N din fig.3.45, stabileşte: l, = 0,53 A şi 
SS Un RAR 07 
U',=2,4V. Celelalte mărimi sunt : RA =4.5k0; Ip =l} See =0.73mA, 


"3 


l3 2 
I} =12 +13 = 1,26mA . 

6. Ín circuitul din fig.3.48 se cunosc Ra, cu caracteristica in fig.3.42.b: Ra, CU 
caracteristica în fig.3,43,0, Ras, realizată in 100 rezistente neliniare identice; legate în 
paralel, având fiecare aceeași caracteristică, în [ig.3.45: R15 482, Ra = oC Ra = SOQ: 

BR, = 100;U, = 110V şi U, = 27V, 

Să se rezolve circuitul prin metoda grafo-analitică, Se reprezintă graficele 1,= KUb) 
cu i = 1,2,3,4, Din fig.3.48 rezultă : I, + L= la + la, sume efectuate grafic în fig.3.49 şi a 
căror intersecţie conduce la găsirea soluțiilor 

U; = 20V; li = 0,SA, h= 1A; h = 0,24; h = 0,7A; 
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(3.60) 


În fig.3.49 s-au dat valori arbitrare 
curenților ` Ll, Ll şi L, din 
caracteristicile rezistentelor neliniare s- 
au obținut tensiunile Uu, Una și Una iar 
relațiile (3,60) s-au dedus tensiunile Ua 


respective. 
7. Patru rezistențe neliniare Ru, 
Ra, Ra. Rm, cu caracteristicile 
prezentate in fig-3.50 şi rezistențele 
liniare R} = 100 şi R4 = 60% sunt 
montate intr-un circuit ca in 
fig.3.51, fiind alimentate la sursele 
de t.e.m., U, = 140V şi U, = 120V. 
Se «cer curenții din laturile 


circuitului şi puterile rezistentelor 
neliniare. 
Dacă U, este tensiunea dintre. 


noduri, rezultă curenţii din laturi: 


Ur -Uo las Us — Un> Uo 
y = 22: hE- E 
Rn R2 
J Un - U 
Fig.3.49 la = Uo, pa 0 a in care 
Ai è R na Ra 


din caracteristicile 


Ra > Uni (cu i = 1,2,3,4). Pentru diferitele valori |, rezultă 
i 

rezistentelor neliniare tensiunile Uni (apoi R 

pentru 1, şi l; se folosesc origini relative (0, şi 02) cu sens pozitiv spre 0. Punctul de 

intersecţie dintre 1, + 1, şi l; + L stabilește rezultatele: I +12 = 14, h = 1,34, L = (AA. 

Uo = 60V, iar din caracteristicile rezistenjelos neliniare se obțin ` Un = 80V, Un > SOV, 


Uns = 60V, Uns = 30V. 


ai). Se trasează curbele l; din fig.3.52 în care, 


CET 


Puterile Py sl, =U,, au 
Kap ` valorile Pa = 80W. Pus = SOW. 
Bu = 90W, Pu = 15W, 
Pa = 5 Phi = 235W, 


Rn 


Cu Py = R>l3 =10W şi 
P4 = R412 =]5W, se verifică 
bilanțul puterilor: 
P=U,l, +U,l, = 
= > Pu +P, + P; = 260W 


-Q 


eo 
x) (uoy) 


Lo 


Fig.3.51 Fig.3.52 


e 


Capitolul 1v 


ELECTRODINAMICA 


Electrodinamica studiază fenomenele electromagnetice în cele mai generale 
transformări de stare. 


4.1. CIRCUITE ELECTRICE ÎN CÂMPUL MAGNETIC 


Sistemul fizic în care au loc acţiuni ponderomotoare asupra corpurilor magnetice 
sau străbătute de curenții electrici se numeşte câmp magnetic. 

În câmpul magnetic acţionează forte magnetice. Forţele magnetice pot fi 
electrodinamice, care se exercită între circuite parcurse de curenţi electrici; 
electromagnetice, care se exercită între circuitul parcurs de curent electric şi un corp 
magnetizat şi magnetostatice, care se exercită între magneţi permanenți. sau intre aceştia 


şi corpurile feromagnetice din apropierea lor. 


4.1.1. Forte electrodinamice 


Ampere a stabilit că între două conductoare filiforme paralele, foarte lungt, situate 
la distanța Ru» şi străbătute de curenții i; şi iz apare o forță F 2 care tinde să apropie sau să 
îndepărteze conductoarele 1 şi 2 (fig.4.1), după cum sensul curenților este acelaşi sau este 
contrar: 


S EE | 
=t IWER (4.1) 
bz zg, 12 


unde | este lungimea conductoarelor, Uy este versorul 
îndreptat de la conductorul l>2, iar u este 
permeabilitatea magnetică a mediului. 

Semnul (+) corespunde cazului când curenții 1) ŞI 12 au 


gens contrar şi invers. Forţa ba din (fig.4.1) reprezintă 


forța electrodinamicá şi se numeşte forta lui Ampere. 

Fig.4,1 iar sensul ei se poate stabili şi prin compunerea, 
între conductoare, a liniilor de câmp magnetic(fig.4.2 sifig.4,3) 

Sensul liniilor de câmp magnetic este dat de regula burghiul 

arată sensul forței electrodinamice în functie de sensul liniilor de câmp - cazul curenților 


ui drept. In (ig. 4.2 so 


cu acelaşi sens, 


E 


lo fig.4.2 densitatea liniilor de câmp magnetic dintre conductoare este mai mare. 
câmpul tinde să se uniformizeze, deci conductoarele se indepărtează. În fig.4.3, densitatea 
liniilor de câmp magnetic dintre conductoare este mai mică (liniile se scad), câmpul tinde 
să se uniformizeze , deci conductoarele se aproprie. 


4.1.2. Forţele electromagnetice 


Dacă în relaţia forței lui Ampere se fine seama de expresia 
inducției magnetice [Wb/m”] i 


11 i 
=B (4.2 ) 
PR > Si | 
atunci (4.1) devine = 
M = Biz (4.3) 


Relaţia (4.3) arată că: forța la care este supus conductorul 2 
(din fig.4.1) depinde de inducția magnetica B produsă de 
curentul 1, în jurul acestuia, sau de alte surse (magneti, 
electromagneti). Dacă se variază i» şi se modifică directia 
conductorului 2 față de direcţia liniilor de câmp magnetic cu 
inducția B produse de altă sursă-magnet permanent 
electromagnet etc., astfel încât unghiul dintre direcția liniilor 


de câmp (deci a inducției B ) şi direcția conductorului 2 să fie 


Fig.4.4 o. (variabil) se găseşte, experimental, că valoarea forței (fig. 4.4) 
este dată de relaţia: F=Bi-] sina (44) 
sau vectorial; 
F=i. [xB (4.5) 


Forţa din relaţia (4.5) se numeşte forța electromagnetică sau forța lui Laplace 
Dacă Up, Dr, Dr sunt verdorii axelor din fig.4.5 se obține 
F = Dip )x(Bup) = Bil(ū;xūp ) = Bilop, (4.6) 
adică forta electromagnetică F este perpendiculară pe planul format de conductorul | şi 


a 75 - 


E inducția magnetică B. În fig.4.4 sí 4.5 se arată direcţia si 
sensul forței electromagnetice Fin funcție de sensurile 
y curentului i şi inducției B. Forța lui Laplace stă la baza 
3 5 funcționării motoarelor de curent continuu, a unor aparate 
electrice de măsurat, etc. 
, á 
aT 
Fig.4.5 


è 


4.1.3. Acţiunea câmpului magnetic asupra unor particule aflate în mişcare în câm 


Dacă expresia (cunoscută) a curentului electric de conductie (în modul): ; = 490 se 
dt 
amplifică cu deplasarea elementară dl a particulei elementare (electronului) se obține: 
= di 
idl = dq — = dqo¥ 
q dt qo 
aflat în mişcare în câmp, iar Y- viteza acestuia in câmp. 
Relaţia (4.7) se îmulțeşte vectorial cu inducția magnetică B a 
câmpului uniform (B-constant) şi se obține forța elementară 
7 imprimată electronului (particulei elementare); 
ës, dọ = idixB = dq 0YxB sau, integrând. rezultă forța imprimată 
gi particulei (forța Lorentz) 
5 Fo = qo(vxB). (4.8) 


<I 


Fig.4.6 
1. Dacă VB rezultă : Fo = qovB. 
Traiectoria este un cerc al cărui plan este normal pe direcția liniilor de càmp 
(fig.4.6). Aici, VLFy.LB. Dacă mo este masa particulei. rezultă accelerația : 


Poy _40Bv (4.9) 
mo: mo 
AC v mov 
raza traiectoriei; SE eh (4.10) 
ag ` gab 
y) 
“e MT a He mo (4 II) 


precum şi durata unui ciclu (perioada); To = - , OB" 
40 


care este independentă de viteza particulei, 
2. Dacă vB rezultă! | Fo = qo(vxB) =0 (4,12) 


alelă cu direcția liniilor de câmp magnetite, ar torta 


Traiectoria este o dreaptă par 
imprimată particulei este zero, 


E 


3. Dacă între Vşi Bexistá un unghia o zac z) atunci Mee compune in două 


componente: una paralelă cu inducția B gi alta perpendiculară pe aceasta, Traiectoria 
este o elice, 


4.1.4 Formula Biot-Savart-Laplace 


% 


Această formulă exprimă intensitatea câmpului 

_ elementar dH. produs de un element de circuit dl. parcurs 

dH de curentul electric i, intr-un punct M, situat la distanța R 

de elementul respectiv. cu direcţia făcând unghiul a cu 
id] sina 


(4.13) 


elementul considerat (fig.4.7): dH = 
TR” 


Fig.4.7 

Elementul dH are directia perpendiculará pe planul drept format de di si R, 
sensul este dat de regula burghiului drept care înaintează în sensul curentului i. Deci 
(4.13) se poate scrie vectorial: g- R (4.14) 


Relația (4.14) se poate integra pe un contur oarecare C şi se obține o formulă 
cunoscută sub eg de formula Biot-Savari-] aplace 3 
dÎxR > 
H=—=— -j (4.15) 
u Aar p3 
În continuare se prezintă unele aplicații ale formulei (4.15). 


1) Intensitatea câmpului magnetic al conductoarelor filiforme rectilinii 


Se consideră un conductor filiform rectiliniu. de 
lungime practic infinit, parcurs de curentul i, care 
produce un câmp magnetic în jurul său şi se cere sá 
se calculeze intensitatea acestui câmp într-un punct 


M situat la distanța Ra de conductor (fig.4.8). Se 
id! si 
utilizează formula (4.13): dH = S Sn „În care : 
A4nR- 
dl sina = RdO, (4.16) 


Rezultă: dH/idO-4nR. 


D R ; 
Din fig.4.8 se observă că R = - H deci 


sos0d0 
ER (4.17) 
4nRo 


Fig.4.8 


S 
r "A - 
o A a a 


ES 


Gë i A e USE T 
Ultima relație se integrează între => gi GE deoarece extremităţile A şi B din 


fig. 4.8 se găsesc la infinit şi se obține: 


EE 
H= icosĝdð Be sine) 3 SC 
R AnR9 | 4nRo = 21 Ro 
y 
| B i 
sau: DR (4.18) 


La aceeaşi expresie (4.18) se poate ajunge imediat dacă se aplică legea circuitului 
magnetic pe un contur C, care reprezintă un cerc cu raza Ro : [Adi e Us Ai: 
1 
Zanbo 


H2TRo =i, deci H = 


Dacă conductorul filiform rectiliuniu este finit. atunci relaţia (4.17) se integrează 
între Di şi +0, 
92 


H=- f icosĝdð -¡Sin0) + sin, (4.19) 


éi 4nRo 4xRo 
2) Intensitatea câmpului magnetic in axa unei spire circulare 
Se consideră o spiră cu rază Ro străbătută de curentul i staționar. În punctul M 
situat pe axa spirei (fig.4.9) se produc intensitățile de câmp magnetic dH} (produs de 
curentul i din elementul di, ) şi dH3 (produs de curentul 


i din elementul di» ).unde dl; şi dl) se găsesc pe acelaşi 


ht, diametru al spirei. Asemenea intensităţi sunt in numár 
finit, formând o pânză conică cu vârful în M şi a căror 
rezultantă este câmpul total produs în spiră. Se consideră 
că: dH, LR 4 dÉ LR: Ry Lal Ra-Ldla, ds d R; > 


It 


= Ra şi deci dH, = dla. Din (4.13) rezultă: dH} = SC 
ARK} 
H = 201) sino = 2-A sino 
$ iar din fig. 4.9 se obține: die <ar NU =s ~ Sint 
dt iar din fig E 
Fig.4.9 | 
idl} A e ; > AD Ro RSA 
sau, dacă dl, = dl, = dl gi R, = R17 R: dh = > sin. Se înlocuieşte sin = SES 
AnRj 
¡Ro (4.20) 


dl 


obține; dH =- : 
Jh" 


AE 


Întrucât dH este produs de curentul i din cele două elemente dl diametral opuse, 


este suficientă integrarea relației (4.20) pe o jumătate de cerc. de la zero la nRo: 
1 


` *Ro pi 2 
H = Zi KEE „Dacă se notează R =(Rô ar h?) odi 
n 0 
H 
Ha Ba IR: ; (4.21) 


e SE e) 


În cazul unei bobine turtite, cu N spire izolate : 


3 
AR; + h?)2 
3) Intensitatea câmpului magnetic în axa unui solenoid 
Solenoidul este o bobină cilindrică dreaptă. cu axa rectilinic. Se admite raza 
solenoidului Ro şi lungimea sa L, având N spire identice, inseriate. prin care circulă 


curentul staționar i (fig.4.10). 
Intensitatea câmpului magnetic în punctului M produs de curentul i, corespunzător 


lungimii elementare dl, este (4.21): 
(4.23) 


ENA 


unde i; este curentul total din cele | E d! | 


N 
spire de pe lungimea dl, adică : 10 = E d. 


Relaţia (4.23) devine : 


Fig.4,10 
Din fig.4,10 se observă relaţiile : 
pi 
RA 
RA +1 = —0 (4,25) 
sin“ 0 
( 4.26) 


cta0 = 
SC? Ro 


SOS 


Din (4.26) se obține prin diferenţiere 


de d 
DES, Ee LE (4.27) 


Tinánd seama de (4.25) gi de expresia elementului dl din (4.27), relaţia (4.24) 
d IN. 
devine: dH = EE: (4.28) 


Se integrează între 6, şi 0, cu 6, în limita supcrioará. pentru a respecta sensul 
elementului di şi pran a menține sensul real al Ion câmpului di. Se obfinc 


H= DL (cos. - cos0) ). (4.29) 


Dacă L>>R, intensitatea câmpului are sete aproximativă : 


- în centrul solenoidului ` H = ES (4.30) 
2 pe Ni 
- în extremitatea solenoidului: H = ER (4.31) 


4.1.5 Intensitatea cámpului si fluxului magnetic intr-un tor 


Torul este un solenoid circular, care are spirele infágurate echidistant. pe toatá 
lungimea lui (fig.4.11). 

Intensitatea câmpului magnetic se calculează pe un contur circular de rază ris r < 
r» $Hdl = Ni, sau: 


| 


j , 
H2nr.= Ni, H = ra (4.32) 
a 2nr 
U unde N este numărul de spire al torului. 


Dacă r = r, se obţine valoarea maximă a intensității câmpului 
magnetic, iar dacă r = r} se obține valoarea sa minimă. din 
interiorul spirelor, ` 
Pie A1) 
În exteriorul torului, pentru r<r, sau r>r,, câmpul este nul. deoarece Dis 


b vu A AP Al kb = e 
Pentru calcule practice se utilizeazá o rază medie r = 2 e, deci (4.32) devine o 
- B Ni 133) 
expresie de valoare medie; H = — = — (4.3 
) u mr 1» ) 


- unde p este permeabilitatea substanței torului. 


BO 


Din (4.33) rezultă şi o valoare aproximativă (utilizată in practică) a fluxului 
NiS 

| sin +m) 

unde S este secțiunea torului. 


magnetico $=BS=y (4.34) 


4.2 INDUCTIA ELECTROMAGNETICĂ 


M. Faraday a demonstrat practic în 1831 că dacă un circuit închis este străbătut de 
un flux magnetic varabil $, atunci în circuit apare o t.e.m. indusă : u= -2 sensul 
t 


curentului fiind acela dat de regula lui Lenz (t.e.m. indusă se opune cauzei care dá nastere 
variației fluxului magnetic produs de curentul de inducție, prin fluxul magnetic. 
Fenomenul inducției electromagnetice stă la baza funcționării tuturor gencratoarelor de 
energie electrică gi are numeroase aplicaţii in electrotehnică. Legea mducției 


electromagnetice a fost prezentată în cap. 1 sub forma : u = pod = a BdS. (4.35) 


în care suprafața S se sprijină pe conturul închis C. Dacă SEH Se din suprafata S 


a 


şi conturul C este în mişcare, având viteza momentană V, legea inducției 


A are expresia e = s + e xByil, (4.36) 


unde primul termen reprezintă tensiunea E indusá prin transformare 

(B variază în timp), iar al doilea termen reprezintă t.e.m. indusă prin mişcare rotativă 

(Y 70 şi S se modifică). Se constată că ambii termen: depind de sistemul de referință ales, 

dar suma lor este independentă de acesta. De aceea, în cazul aplicaţiilor practice se alege | 

un sistem de referință care permite un calcul mai simplu. Legea (4.36) se mai poate seric : | 
f Eal = [LaS + f(vx BJ am | 
C c 


4.2.1 Formarea locală a legii inducției electromagentice 


Dacă se dezvoltă membrul drept al relaţiei (4.35) se obține 


LEA IER E + VdivB + GA (4.38) 
a? ar 


Dacă legii fluxului magnetic, scrisă sub forma $ Bas = 0, i se aplică teorema 
D 
Gauss-Ostrogradsky: pas faivBd v = rezultă forma locală a legii (luxului 


8 v 


magnetic (in orice loc şi în orice moment divergenta vectorului inducție magnetică este 


nul): divB = 0 (4.39) 
Ţinând seama de (4.39), introdusă în (4.38), rezultă pentru (4.35) forma : 
ôB sE d 
Cinci Sa vc (4.40) 
Expresia (4.35) se mai poate scrie ` 
u = Edi = f rotEdS (4.41) 
c H 


| OB ai E aa dea 
Comparând (4.40) cu (4.41) =f-5 95 - red Bu Më = [roifidS rezultă forma 
8 s ` D 


locală a legii inducției electromagnetice ` 
OB 
ISI rot(B xv) : (4.42) 


În cazul corpurilor imobile, când v = 0, din (4.42) se obţine o altă formă locală a 
legii inducției electromagnetice, numită ecuaţia a doua a lui Maxwell : 


OB 

rot =-=. : (4 43) 
4 Relaţia (4.42), respectiv relaţia (4.43) arată legătura fizică dintre câmpul electric şi 
| câmpul magnetic, câmpuri caracterizate de vectorii E (intensitatea câmpului electric) şi 
p B (inductia magnetică). 
3 
z 4.2.2 Efectul Hali 
á 
y Efectele galvanice sunt observate la corpurile conductoare şi semiconductoare 
4 parcurse de curent electric și situate în câmp magnetic. Primul efect galvanometric a fost 


descoperit de W. Thomson în 1856 şi constă în modificarea rezistenței electrice a corpului 
conductor în prezența câmpului magnetic. Pe acest efect se bazează funcţionarea spiralei 
de bismut pentru măsurarea inducției magnetice. Unul din cele mai importante efecte 
galvanometrice este efectul Hall descoperit în 1879 de fizicianul american EH. Hallt. 
Acest efect constă în apariţia unei tensiuni (denumită tensiune Hall) între două | 
unei plăci conductoare (sau semiconductoare) parcursă de curent electric şi situată într-un 
câmp magnetic, ale cărui linii de câmp sunt perpendiculare pe placă Efectul oste mult 
mai pronunțat la semiconductoare decât la metale şi oste cauzat de acțiunea fortei l.orontz 
asupra purtătorilor mobili de sarcini electrice, cárora li se im 
placă, Placa Hall este prevăzută cu doi electrozi plini (1 şi 2) pentru curentul de comandă 
i şi doi electrozi punctuali (3 gi 4) pentru culegerea tensiunii Hall, Un 


milivoltmetrul mV, Forța Lorentz Fo imprii 14 o mişcare ord 


puncte ale 


primă o mişcare ordonată in 


măsurată cu 


matá purtătorilor de sarcini. 


SIE 


astfel încât pe o față a sondei se acumulează 
sarcini negative. iar pe fața opusă - sarcini 
pozitive, determinând apariţia tensiunii Hall, uy 
şi a câmpului electric în placă cu intensitatea 
Ey. Acest câmp intervine cu Forța Fu = qoÉ yy 


asupra purtătorilor de sarcini electrice. până la 


obținerea echilibrului dinamic. Fo + Pa = 0. 


Fig.4.12 "când procesul de separare al sarcinilor electrice 
pozitive şi negative este stabilizat. in acest moment de echilibru se poate scrie : | 
y = -Eo =-vxB, (4.44) | 
unde Y este viteza (in linie dreaptă) a purtătorilor mobili de sarcini electrice din placă. | 
Dacă sarcinile electrice din sondă sunt uniform distribuite, cu densitatea py. rezultă l 


un curent de convecție cu densitatea J = pV, din care se scoate Va se inlocuiește in 


(4.44), obținându-se Eege E (4.45) | 
Py 
zi ` DB. 
Ştiind că JLB , rezultă modulul Ey = — şi tensiunea lui Hall: 

A Py 
b A 
Uy = [E par = "Pal, sau Up Sekt (4.46) | 

0 0 v Py apy 


unde Ky se numeşte constanta Hall, care depinde de natura materialului: sondei și 
dimensiunile geometrice ale acesteia. Placa Hall are multiple utilizări. printre care. 
măsurarea inducției magnetice B, amplificator, intrerupátor de mare putere etc 


` 


4.3 INDUCTIVITATI 


Prin inductivitate se înțelege o mărime L be definită de raportul intre fluxu 
i 


magnetic total ce străbate suprafața limitată de conturul unui circuit şi curentul care îl 


produce, 
Unitatea de măsură a inductivităţii L este Henry-ul (H) 


L=* [H] (447) 


4,3,1 Inductivitáfi proprii şi inductivitap mutuale 


În fig.4.13 sunt prezentate două circuite închise, având focare câte Ni şi respecti 


- 83 - 


N, spire, în jurul cărora se admite un mediu magnetic liniar. Se admite. de asemenea.că 
numai circuitul 1 este străbătut de un curent electric 1. 
Fluxul produs de circuitul | care trece printr-o singură spiră a circuitului | (fluxul 
fascicular), se notează cu qn, și fluxul produs de circuitului 1 care trece printr-o singură 
Da spiră a circuitului 2 se notează cu de. Primul indice se referă 
la circuitul prin a cărei suprafaţă trece fluxul. iar al doilea 


1 indice la curentul care produce [luxul respectiv. 
2 de Fluxul fascicular produs de circuitul | ce nu trece prin 
21 circuitul 2 se numeşte fluxu] fascicular de dispersie şi se 
Bu notează cu det, 
à Fig. 4.13 

4 Rezultă : $111 = 21 + Cazi (4.48) 
Se numeşte fluxul total f,,prin circuitul L fluxul produs de cele N, spire ale 

) circuitului: ` dei = Ni0f11 ` (4.49) 


Se numeşte inductivitate proprie a circuitului | raportul pozitiv dintre fluxul total 
$. prin circuitul | produs de curentul din acest circuit - in sensul asociat după regula 
burghiului, sensului curentului - şi curentul i, care îl produce : 


fi ori Bän 0 (4.50) 
y SEH e 
£ Se numește inductivitate mutuală La, între circuitele | şi 2. raportul intre fluxul 
are. total 2 produs de circuitul 1 care trece prin circuitul 2 şi curentul i; care îl produce : 
N = 
ES Za $21 Se zë <0 (4.51) 
1 ia 
Fluxul se consideră pozitiv în sensul asociat: după regula burghiului. conform 
sensului curentului i, . Deoarece sensul acestuia poate fi diferit de cel al curentului l . 
inductivitatea mutuală poate fi pozitivă sau negativă după cum sensurile curenților din 
xul cele două circuite coincid sau nu. 
| Dacă în fig.4.13 ar fi circulat curentul numai prin cirouitul 2. am fi avut 
e Íl Lo = $z GE N2022 gi Ce EE) = Nur: (4,82) 
iz la 12 1 2 
Se demonstrează că Lu este egal cu Lai. În circuite (rá dispersie inductivitatea 
mutuală este ` 
7) Cp x HAGAS $3) 
Lay =L12 = Vuza =M AS 


Inductivitatea mutuală se notează adeseori cu M 
Fiind dat circuitul magnetic fără dispersie, a cărui reluctanță Ry(suma reluctanțelor 


în serie la circuitul magnetic neramificat, sau cea echivalentă in exteriorul laturii babinei 
H 
binelor 


în cazul unui circuit magnetic ramificat) este constantă, rezultă inductivitatea bc 


ANA 
pan NA (4.54) 
i Aim Km 
unde A este e permeanta circuitului magnetic, definită de relația : As Ge — = br 
m dd í 
us 
Cu Bar de mai sus, se scriu inductivitátile proprii și mutuală pentru celc două 
2 
bobine : Gét Ell SR (4.55) 
l Rin 
H 2 
SE | (4.56) 
iz i l $ 
N N i NIN NN 
D | | | 
Dacă se compară produsul inductivitátilor proprii (4.55) şi (4.56). 
2 y2 2 pre 2 
No 
pe ari (002) , Cu pătratul inductivitátilor mutuale (4.57), Mi -| RH E 
RmRm \ Rm Rm / 
se obține relația M=-EzL>, (4.58) 


care corespunde situației ideale când fluxul unei bobine este complet imbrătişat de 
cealaltă bobină, care în practică nu se realizează, chiar ducă bobinele sunt suprapuse De 
aceea se utilzează un coeficient numeric de cuplaj inductiv definit de relația 

M 


-Jhb 


Pentru un cuplaj strâns, K se apropie de unitate. iar pentru un cuplaj slab. K se 
aproprie de zero. 


<l (4.59) 


D 


4.3.2 Inductivitatile bobinelor electrice 


Pe baza principiului superpozitiei, in medii liniare, teorema lui Maxwell referitoare 
la inductivităţi este : 


n n 
bus E Ain Ziele e Un (4.60) 
mz) m=1 
unde Lir Laz, +++ , Lee sunt inductivitáfile proprii, Luz, Lu, Lim inductivitățile mutuale: 


ipin —— , În - curenții din cele n bobine, iar i, da, ... jou On = fluxurile respective 
. În (4,60) se poate arăta că ¡PA E = M (4.61) 


mj jm 


~- 85 a 


Teorema (4.60) se scrie dezvoltat : 
$, = Lit + Li212+.*Linin 
4 = Lai) + Laatat-,zlLale 


(4.62) 

On = Lait + Leälät-, tel 
Lem indusă în bobine se obține (pentru medii liniare și nedeformabile) : 
dn du di» di 
u est a -L — - o Lia —, 4.63) 
1 t it 24 ná (4.6 
sau 

4 =U11 tu A ni Hie, (4.64) 


di, SC 
Termenul uyy EE se numeşte t.e.m. obținută prin inducție proprie. iar 


ceilalți termeni se numesc t.e.m. obținute prin inducție mutuală 
Dacă inductivitatea L este variabilă în timp, atunci. in cazul general: 
dL 


us Lie, (4.65) 


dt 


: di : = 
unde primul termen SCH este t.e.m. obținută prin inducție statică sau transformarc. iar 


al doilea termen —1 £ este t.e.m. obținută prin mişcare. 


Legarea în serie a bobinelor. Se admit două bobine (cu inductivitátile L; şi la) 
cuplate magnetic (cu inductivitatea mutuală M). Ele se pot lega in serie, astfel incât 
fluxurile lor (4, şi $2) să se adune fiind în același sens (fig.4.14.a) sau sá se scadă 
(fig.4.14.b), fluxurile fiind în opozotie, adică M < 0 în fig.4.14.a şi M >0 în fig.4.14.b 

In aceste cazuri. ecuatiile 
lui Maxwell (4.62) se scriu 
(és lei e luai 
lea = Lai Lazi 


Ls 


(466) 


sau. cu notatiile: Lu sa, 


lia La los lace M 


E 2 1 2 rezultă inductivitatoa totală 


- pentru fig 4.14a (M `O) 


| A "BA. te +2M (4.67) 


Fig.4.14 


- pentru fig.4,14.b (M < 0): 
(4.68) 


CALLE e Lp La =2M 
U 


Inductivitatea totalá a douá bobine legate in serie este. reunind (4.67) cu (4.68): 
L=L, + L,+2M (4.69) 
Aplicaţie. Pe un tor cu lungimea medie | = 0,5 m. secţiunea constantă $ = 8 - 10% 
mí, şi permeabilitatea magnetică relativă p, = 400, sunt infágurate două bobine suprapuse. 
cu N,= 200 spire şi Na = 300 spire, legate in serie. 
Inductivitátile proprii şi mutuală au valorile: 


L = pu = = 
1 S $1 SE ST = 
Na N N S 
Las 20522 = 2 228=p-28 ET =p] 
1 12 1 | ÉS 


Inductivitatea totalá este: 
- pentru acelaşi sens al fluxurilor: L = Ly + La + 2M = 20-10 71] 


- pentru opoziția fluxurilor: L = L} + L3 -2M = 0.8: 10H. 
Aceleaşi rezultate se pot obține şi din relaţia: 
L=Ly+ Lp 42M= (Nin + 2N N2). 

me 


y L= (Nu +2)? = (10,4 £9,6).102H 


4.3.3 Inductivitatea liniilor aeriene 


Inductivitatea propie. Se consideră o 
linie aeriană hifilară (lig 4.15) cu raza 
conductoarelor r şi distanţa intre ele d: dor 

La distanța x. respectiv (d=x) de axele 
conductoarelor, in punctul P trecerea 
curentului i va produce inducţiile D şi 
respectiv Ba}, conform teoremei Biot-Savart- 
1 


Laplace: B} = Na şi Ba =h; 


nld- x) 


DI 


Fig.4,15 Dacă | este lungimea liniei, atunci fluxul 


d-r T 
dimre conductoare este: b= [(By -= B>,Xldx)=u 4 f (> + Ju 
an X PEN 


r | 


ae 


LoS 


= == i 
27 ES dx 
e salii ade 
$ = 1 —In—— (4.70) 
27 r 
Inductivitatea exicrioară L, (intre conductoare) 
l zi 
lc E e un, (4.71) 
i TU r 
Fig.4.16 Fluxul fascicular din interiorul conductorului 
prin suprafața dS = dxd! (fig.4.16) este: 
def, = B„dS= B,dxdl (4.72) 
pe conturul C de rază x există intensitatea câmpului magnetic H, şi inducția magnetică D. 
care se obțin din legea circuitului magnetic $ Had = HAMAS GES rx” = Hi 
mr" ie 


unde i, este curentul electric din interiorul conturului C. Rezultă : 


ix IX 
lalo = By = == 
S 211? A Aar? 


Fluxul total prin suprafaţa radială de grosime dx se calculează cu relația cunoscută. 


(4.73) 


2 
} $=Nóf tinând seama de expresia stabilită fH dl = Si adicá. se deduce 
a 
C 
x? 
de, = — 0 fx - 
r 
Cu (4.72) rezultă, succesiv : 
2 Zid xdl S id Ea idl 
d Bd SE cip data aul 
r? ; 2nr 0 Jr o 


A dl SE 
y ARA Die ( 
0 


Inductivitatea interioară L; are valoarea 


S | E 
A Se bi A (475) 
ol Li i Pi gn’ 


P iar inductivitatea proprie totală a linei (cu H" Mo Hram 5 Her Di ph Mo Ua) este 
l dr ) AA 
Lele +2L; > Ho (ato Se + Hi ( 


a liniei aeriene cu două 


) Pe lungimea de 1 km de linie, inductivitatea proprie 


conductoare se calculeazá, cu formula practica : 


- BB - 


Lam + Jo H/km. (4.77) 
Inductivitatea mutuală. Se 
consideră două linii paralele a 
câte două conductoare fiecare 
(fig.4.17). 
Prin linia cu conductoarele 
A şi B circulă curentul 1. care 
¿produce fluxurile 6, sí da prin 
taa cuprinsá intre conductoarele 


] şi 2 ale celeilalte linii 
Fig.4.17 Dacă B, şi Bg sunt induc- 
tiile magnetice ale câmpului la distanța r, conform teoremei Biot-Savart-l aplace 


BA = isa: = EI rezultă fluxurile prin ariile cuprinse intre conductoarele 1 și 
no oa AS A. 
2 (lungimea liniilor fiind 1): A, = f Bd5 = Î Bta =p Se dp = f Bpldr = u In—. 
F Ze b 
a] a] bı = 
Fluxul total al liniei A, B care imbrățişează linia 1. 2 este: 6=04 us EI SS 
E a 3 $ l 22 bj 
Rezultă inductivitatea mutuală ` M=-=u—ln——. (4.78) 
Ce 1 2n ajb 
sau, pe lungimea de | km, cu 4 = po Hr = Ho 
Mera a. [H / km]. (4.79) 


av» 


4.4 ENERGIA CÂMPULUI MAGNETIC ȘI 
ELECTROMAGNETIC 


4.4.1 Energia câmpului magnetic 


Se consideră că sistemul (de exemplu o bobină) aflat în câmpul magnetic nu 
efectuează deplasări . 


Se poate arăta că energia magnetică înmagazinată in bobina cu inductivitatea L şi 
fluxul total y = Li, în timpul di este : 
= ido (4 80) 
sau ` dWm = ¡(idL + Ldi) (4.81) 
Dacă inductivitatea bobinei este constantă, dL = 0 şi (4,81) devine 
(48 2) 


dW, = Lidi 


- 89 = 


i 
Ultima relație se integrează şi se obține Wm = | Lidi 3 SO ebben 


0 
: Dar AA 
de $=Li rezultă pentru o bobină: W, = Li? =-ġi =- 
e Gë) frz ES 
Pentru mai multe bobine, energia magnetică totală inmagazinatá este 
ER ; 
Wa = 3 29i) (4.84) 
jal 
sau, forma dezvoltată : 
lye Ş ; 
Wan = lä + 112 +...+ 21] + $31) +.. + 0311 + datz +... (4.85) 
în care, se recunoaşte : 
dun = Lyi Ly 17,112 = Latz, Aan = L12121]. ete ESCH 
Pentru douá bobine : 
ls ps CS 
Wn = Lut + 51212 Mutz (4.87) 


unde : L; = Lui, La = La M = Liz = Lai. 
Energia câmpului magnetic este localizată (distribuită) în tot domeniul de câmp. cu 
o densitate de volum Wmo, care se determină uşor în cazul unui tor cu secțiunea S. 


lungimea medie lo şi numărul de spire N , prin care circulă curentul i : dWmo = LG 
Sla 
dè Ni 
Cu (4.80), ultima relație devine : dWmo = ido Z a E = HdB (4.88) 
Slo lp ANS 
B 
sau, sub formă integrală ` Wo = f HdB (4.89) 
0 
În medii liniare B = pH, deci din ultima relaţie se obține ` 
AAA A n 
Wo = — H = —B = -HB. (4.90) 
DA TER 


Deşi relaţia (4.90) a fost obținută într-un caz particular, ea este generală. extinzându-se 
asupra tuturor mediilor magnetice liniare şi în câmpuri magnetice neuniforme. Aceastá 
relație este valabilă în cazul mediilor fără polarizare magetică permanentă 

Dacă se cunoaşte W mo se poate calcula energia magnetică din integrala de volum 


(4.91) 
Win = [WmodY 
Yy 
unde dV este elementul de volum. 


4.4,2 Teorema forjelor generalizate in câmpul magnetic 


ul (sistemul circuitului, sau © 


Se poale arăta că dacă în timpul elementar dt, cor] 


parte a circuitului) se deplasuzează în câmp cu distant 


a elementară dx sub actiunea lorte 


a 50 = 


generalizate N. se efectuează lucrul mecanic 

elementar dlm cgal cu variatia energici 

sistemului in timp d ` dL = XdX = d'en. 
; dW 

de unde rezultă : X = ET (4.92) 

X 
care reprezintă teorema forțelor generalizate 
în câmpul magnetic. luat cu semnul (+) la 


curent constant şi cu (-) la fluxul magnetic 


è Fig.4.18 constant. Dacă sistemul asupra căruia 
acționează forța generalizată are o axă fixă (A), iar distanta de la axă la suportul forței 
dW 
este R (fig.4.18), se crează un cuplu activ: M=RX= Ge ; (4.93) 
x 
- z dWm ; 
sau, observând că Rda=dx, rezultă : -= SS (4.94) 
a 


adică, cuplul de rotație al unui sistem material cu o axă fixă. situat în câmpul magnetic. 
este egal cu derivata parțială a energiei magnetice în raport cu unghiul de rotape a 
(considerat coordonată generalizată). 


4.4.3 Forţa de atracţie a unui electromagnet 


Se consideră un electromagnet cu 
lungimea medie lo, secțiunea S pe care sunt 
infágurate N spire, prin care circulă 
curentul i. Armătura A este situată la 
distanța x de piesele polare ale 
electromagnctului (fig.4.19). Forţa portantă 
F, cu punctul de aplicahe în centrul 
armáturii A. are valoarea dublă față de 
forța de atracție X realizată de una din 
piesele polare ale electromagnetului Dacă 
x este suficient de mic pentru a se neglija 
fluxul de scăpări şi miezul feromagnetio M 
nesaturat din punct de vedere magnetic. se 
poate considera fluxul $ constant, iar cin 
(4,92) şi (4.83) rezultă succesiv 


N 
: IW Kri 
A Sg : DL = > | $ | (4 95) 
dx ONE 
en 2 ` f 
AER, Za), E KÉ KE We, | NE Să S 
dx 12 N 2 IN? dxluS Hos LON e (NS 7 | 
2 
-BB = -4.10%B?s (4.96) | 
2H0 h 


4,5 CIRCUITE_MAGNETICE 


4.5.1 Magnetizarea materialelor feromagnetice 


Un corp feromagnetic, initial neutru din punct de vedere magnetic. se magnetizează 

proporțional cu permeabilitatea magnetică relativă : 
B A 

(4.97) 


a E 


HoH 


reprezentată in fig.4.20. Aici s-a repre- 
zentat şi variaţia inducției magnetice 13 
în functic de intensitatea câmpului mag- 
netic H. Porțiunea Oa; are forma unci 
parabole. porțiunea aja, este partea 
liniară, iar porțiunea aza, este porțiunea 
de saturație: partea din jurul punctului az 
se numeşte cot de saturafie Crescând 
intensitatea câmpului magnetic H. până 
la o valoare maximă (Ema) se obtine 
ciclul liniar (fig.4.22). 


Pentru demagnetizarea unui corp feromagnetic. acesta 
se introduce în câmp şi se parcurg mai multe cicluri de 
histerezis deschise  (fip.4.22).  micşorand continuu 


lá intensitatea cámpului magnetic H. 

i H Se poate arăta că suprafața inchisă de ciclul histerczts 

E este proporțională cu energia specifică. necesară 

al magnetizării corpului feromagnetic. care se transformă în 

je căldură, constituind pierderile de magnetizaro. Din 

n B* 

A Fig.4.21 (4.90), în forma ` Wmo = e se obtine 

Ja B 

M y dW mo = BETEN = HdB (4.98) 

SU Ju 

d H Care, integrată pe conturul C al ciclului histerezis 
devine (fig.4.23): 

Wmo = $ HAB = KS (4.99) 


c 
În (4.99) K vste o constantă [VAS m |. iar S- 


Fig.4.22 suprafața închisă de ciclul historozis In] Relaţia 


E 


(4.99) exprimă energia specifică necesară 
magnetizării fierului și poate fi dedusă prin 
integrarea relației (4.98) pentru intreg ciclul 
histerezis din fig.4.23. Astfel. se calculează 
aria limitată de ramura ascendentă a ciclului și 
axa OB, obținându-se zonele hagurate, cu 
Fig.4.23 semnele respective (fig.4.23.a), apoi se 

calculează aria limitată de ramura descendentă a ciclului şi axa OB. obținându-se zonele 
haşurate cu semnele respective (fig.4.23.b). Se însumează algebric aceste arii şi se obține 
aria ciclului (fig.4.23.c) egală cu integrala din (fig.4.99) 


4.5.2 Teorema refracției liniilor de camp magnetic 


Se consideră două medii magnetice cu 

bib permeabilitatea magnetică ji, și Us, separate de o 

suprafață de discontinuitatea S. Prin elementul de 

suprafață dS trec linii de câmp magnetic. cu 

? inducția B, în primul mediul şi B) - in mediul al 

doilea (fig.4.24), care se descompun normal 

(Bai, Bm) şi tangential (Bu şi Bu). 

Fluxul magnetic elementar din suprafața 
Fig.4.24 elementară dS este de = BjdS = B2dS sau. din 


fig.4.24 rezultă egalitatea componentelor 
BydScosay = B>dScosa, (4.100) 


Bai = Ba? (4.100) 


Tensiunea magnetică d! este ` dU m = Hydl = Hdl 


Hu sau, din fig.4.25 rezultă componentele tangenkale 
Hydlcod90% - a.) =H >dlcos90% - A) L 


Fig.4,25 Hu = Hi2 (4 102) 
Du tga 5 Du Da? Du 
Ba tea» Ba Bu Bu 


Bo 
Se observă că ` tga = Se şi tea = 
Bn e 
Dacă cele două medii magnetice sunt omogene şi izotrope se poate sone 
By =uHu și Bus ua, care înlocuite in relația precedentă se obhne 


1g01 = mHu 5 HI Relaţia tga] A (4.103) 


tga MH H2 tga Hi 
reprezintă teorema retrucției de câmp magnetic 
Dacă mediul | este aer (p; = Ho) şi mediul 2 este un cirouit leromaanotie (pl 


1 


la 


rezultă că a, tinde spre zero, o: spre 90”, adică pentru liniile de câmp magnetic din aer. 
suprafaţa circuitului feromagnetic este o suprafață echipotentialá. 


4.5.3 Circuite feromagnetice 
TA 2 magnetic se ințelege un 
sistem de medii (con- 


D ducte feromagnctice) 
prin care se poate 
inchide un flux magne- 
tic. Având permeabilitáti 

Fig.4.26 Fig.4.27 magnetică relativ mari. 
conductele feromagne-tice concentrează liniile de câmp magnetic. deci pentru producerea 
de fluxuri magnetice inten-se sunt necesare tensiuni magnetomotoare (t.m.m) relativ mici 

După forma lor geometrică, circuitele feromagnetice pot fi serie (fig.4 26) sau 
derivație (fig.4.27). 

Întreruperile din lungul circuitului feromagnetic. ocupate de aer sau materiale 
nemagnetice se numesc înirefier, care de regulă reprezintă porţiuni utile ale circuitului 

Dacă permeabilitatea magnetică a circuitului este constantă și aceeaşi în toate 
punctele circuitului feromagnetic, atunci circuitul este liniar: in caz contrar cicuitul este 
neliniar sau saturat. 

La un circuit ramificat (fig.4.27) distingem: noduri (A.B). laturi (ACB. AB.ADB) şi 
ochiuri sau bucle (LII): în funcţie de tensiunea de magnetizare U. circuitul poate fi de 
curent continuu sau de curent alternativ. 


4.5.4 Relaţii de bază utilizate în calculul circuitelor feromasmetice 


1) Relaţia de dependenţă dintre inducția magnetică B. permeabilitatea magnetică u 
şi intensitatea câmpului magnetic H: 
Da uh (4.104) 
2) Relaţia dimre fluxul magnetic $, inducția magnoticá RB şi secțiunea transversală 
S dimr-o conductă feromagnetică: 


q = DS (4,105) 
3) Teorema întâia a lui Kirchhoff pentru circuite feromagnetice 
KSE (4,100) 


Se enunţă; Suma algebrică a fluxurilor magnetice dintr-un nod magnetic (fig.4.28) 


este egală cu zero (=b; +47 + 3-9, =0) 


e BI 


4) Legea circuitului magnetic (legea lui Ampere) scrisă 
sub formă de gumá algebrică ` 


n 

> His NI (4.107) 

jal 

sau în formă integrală: 
DO = Um (4.108) 
CG 
Fig.4.28 5) Legea lui Ohm pentru circuite magnetice se deduce din 
e (4.107: DH U SE PESE SU, sau: 
H uS uS 


AR az Ua (4.109) 
În legea lui Ohm pentru circuite magnetice $ este fluxul magnetic fascicular. fără 
dispersie, Rm - reluctanța magnetică a unor tronsoane de conducte feromagnetice. tar Um- 
t.m.m. între punctele între care se calculează Rm. 


6) Teorema a doua a lui Kirchhoff pentru circuite magnetice se poate seric în două 
(4.110) 
(4.111) 


Pentru bucla magneticá din fig.4.29 se 
scrie cu (4.110); 
Hily + Eblo — Hala — Hala = Nin + Nain — Na: 
sau cu (4.111). sensul unui flux tind 
acelaşi cu sensul câmpului H, : 
ARA Re Ra Riga = Nut HN) -Nia 
în care lh, la. li şi lí sunt distanțele între 
punctele Al, BC, CD şi DA tar Rau Q 


y... 


Fig.4,29 aceleasi puncte (noduri magnetico) 
7) Reluctanta magnetică echivalentă a mai multor latun conectate in serie este 


epală cu suma reluctanțelor laturilor respective 


n 
Ban ER mi (4.112) 
$71 
iar reluctanta magnetică echivalentă a mai multor laturi conectate in paralel este dată de 
relația ` 
] (Sek 
= v (4.113) 
R m j ¡1 mj 


„95-a 


sau, folosind permanenţele magnetice, (4.113) se scrie; 


n 
m = 2 Amj (4.114) 


4.5.5 Calculul circuitelor feromagnetice liniare 


La circuitele feromagnetice liniare se consideră permcabilitatca magnetică 
constantă gi aceeaşi în toate punctele miezului şi circuitului util. adică se consideră liniará 
curba de magnetizare a materialului din care este construit circuitul. La aceste circuite. 
mărimile necunoscute se determină cu ajutorul relațiilor (4.104)... (4.114). 

Aplicaţie. Se dă circuitul Seege din fig.4.30 in 
care se cunosc: numărul de spire al bobinei de magnetizare 
N = 500, curentul din bobină i =12 A, lungimea miezului 
(între A şi B) |, = 0,5 m, secțiunea lui S; = 25 SE 
lungimea circuitului util 1, = 2 m. sectiunea lui S = 20 cm? 
şi permeabilitatea magnetică relativă p, = 600. Se consideră 
că în vârfurile A şi B există o dispersie de flux egală cu 
20% din fluxul total $;. Să se calculeze circuitul ştiind că 
întrefierul lo poate avea două valon: O şi 10mm 


Fig.4.30 
Pentru ly = 0: 
Fluxul de scăpări este $ = 0,26;, fluxul util este $, = 0,84,, iar reluctantele 
s li 5-106 SS l> LO y 
respective sunt R mi = — d HA Re == 32M 
mi uo: P DI touS 241 


Din teorema a doua a lui Kirchhoff, scrisă pentru circuitul util şi pentru circuitul de 
scăpări, dn = Re + 0,84 R m2 = Ni, $1R mi + 0,20: Rma = = Ni rezultă. după egalarea 


a 
10 
expresiilor: R m3 = 4Rm2 = 12 y e 
d 
Reluctanța echivalentă a întregului circuit feromagnelie este 


i R 108 „1 
=} Emo. H 
Rm Rm + Romo + Bag 2 


i 
Fluxul total este: du = N = 14,47: 10 4 Wb şi, devi, celelalte mărimi magnetice 
R 


m 


Eu $i a WD 
bz a 0,8% = ] 1,527 J 10 4 Wb, ba keng 0,241 = 2,48r 10 i Wb, Bı e s z 0.5 ÓR—Z. 
e Sı 


m” 


» 96 a 


Di 24004 /m. 


Ba = $2 0576 Hy = = 24004 /m, Has 
mi Holle Une 


EK lo = 10mm; 
Calculul este similar. Se modifică (crește) reluctanta echivalentă Rm, deoarece 
AO e 10% 
Hot: ue: ón 
Se menţine proporția fluxului de scăpări, deci se menţine şi relația Ras * 4Rmao. tar 

Rm204Rm20 _ 17:1 107 


creşte reluctanta circuitului util: R m20 = SE 


reluctanta echivalentă este: R mo = Rmi + uu? 
= A mo mi R m20 EAR o Sua 
Fluxul total este $ = ~ = GC 210% wb< A. şi deci celelalte mărimi 
m0 


magnetice: $20 = 0,8010 = 3,387 -104 Wb, b30 = 0.2010 = 0.8447 -107* Wb. 
aa Bao = 2 =016x 3, Hio = H20 = ao 
2 m“ Hokr 
Se constată egalitatea rapoartelor 
Rudi O o lb 
Rm io Aan Bio B2 Hio H20 


= 705A m 


Bro = $10 -0,1697 
Sı 


4.5.6 Calculul circuitelor feromagnetice neliniare 


La circuitele neliniare permeabilitatea magnetică nu este constantă, deci curba de 
magnetizare a materialului din care este construit circuitu! cste neliniară. Calculul acestor 
circuite se efectuează cu ajutorul relațiilor (4.104)... (4.114) şia dependenței grafice 
B = fH), pe baza elementelor şi datelor inițiale, care, de regulă sunt dimensiunile 
geometrice, natura materialului circuitului (deci curba de magnetizare) şi, fie fluxurile 
(sau alte mărimi magnetice) din laturile circuitului, fie numărul amper-spire. Există două 
categorii de probleme referitoare la circuitele feromagnetice neliniare 

1). Dacă se cunosc fluxurile $ din laturile 
circuitului, se pot determina inducțile magnetice ( B = 
AIS), intensitátile câmpului magnetic H din curbele de 
+ magnetizare, H = =f{B). şi apoi, se calculează numărul 
de amper-spire (solenațiile) din sistemul de ecuaţii 
rezultate din aplicarea teoremei a doua a lui Kirchhofl 


pentru circuite feromagnetice 


Aplicația 1. Să se rezolve circuitul feromagnelic 
Fig.4.31 din fig.4.31 în care: 1, =50cm, 1,=40 cm, l3=20 cm 


~- 97 = 


lo=2 mm, Suz S, =25 cm?, S,=10 cm?, $, = 2 mWb, 6,=1mWb, iar materialul cste oțel 
laminat la rece in tole de transformator de 0,5 mm. 


HR 
— 
kd l 
16 
TA 
4 ES E a a 
Aa E 
x aleeden 
Tole de transformator de 0,5mm 
08 = otel lamino! la cald 
ATEO EA ER 
0,4 Him 


O 05 E 125 15 175 2407 A/micurbelet) 
LTS 10 125 15 175 2010 A/m (curbelez) 


Fig.4.32 
Fluxul în latura centrală este: $ = q, + bz 3mWb. Sc calculcazá 
SH -3 
inducțiile: B; = dE SE Wb/ m?,B, =p A aL = IWb/m?, 
Si 25-10: S, 10-10 

$, 3-10” ; 
B,= 2 === 12 Wb / m? Din fig.4.32 pentru oțel laminat la rece (curba | 

S3 25-10 


punctată) se deduc intensitátile câmpului magnetic: H, = 80 A/m, H, = 200 A/m, H, = 
=360 A/m. Intensitatea câmpului magnetic în interfier este: 


Ho i e Ale = 9,6:105 A/m. 
Ho. 4x10 

Se scrie teorema a doua a lui Kirchhoff pentru buclele din AS 4.31 şi se obtin 
produsele Ni ; Hal, + H;lı + Holo = Hui = 2032 A; Hala + Hala + Holo = = 2072 A, 

În lipsa intrefierului (adică pentru: lo = 0), ar fi fost necesare LASER (Ni) mult 
mai mici: Njolio = Hili Hab = 112 A; Naoizo = Hih + Ihh 152 A 

B OR g 
Permeabilitátile magnetice ale ramurilor sunt: Hj = e tai = LOPE 
l £ 

Ho = Baz 1 = 5.107? H/m, uy > B3 = WE a 1072 H / m, iar reluctanțele 


Ha 200 EM fe 


a. DÉI = 


| A 
conductelor feromagnetice au valorile: Rui = TP = 2.10" H^! ` 


1151] 
| Z | | E. 
Rm2 = —2— =8 IO H, Bag = LL + —L = 66.4 -104 H71. 
1252 1383 hoS3 
__ Tensiunea magnetică între nodurile magnetice A şi B (fig.4.31) este: Uman GR 
= 1992 A. 


Aceeaşi valoare se obține şi cu relațiile ` Unag= Niii - 61 Rin; = Naiz ca = 1992 
A, care pot constitui relaţiile de verificare. 

2) Dacă se cunosc solenatiile (numărul de amper-spire) dimensiunile geometrice si 
curba de magnetizare a materialului, atunci pentru determinarea fluxurilor, inductiilor si 
intensităţiilor câmpului magnetic din ramuri, se foloseşte o metodă grafo-analitică. adică 
se trasează curbele de variaţie ale fluxurilor în funcţie de tensiunile magnetice. $ = f (HI). 
pentru toare ramurile, după care se aplică teorema întâi a lui Kirchhoff pentru circuite 
feromagnetice. 

` D, b- Aplicația 2. Sá se rezolve circuitul din fig 4.33 
în care |, = 60cm, h = 25cm, l; = aüem S; = 20cm”. 
“-S¿= 25cm S, = 20cm?. Ni, = 1055 A. Nai, = 975A 


zn Materialul circuitului este otel tumat. Se pot scrie 


următoarele ecuații ` o, + 62 = 63, 

Hu + Hala = Ni, Hol + Il = Nain. (4.115) 
în care necunoscutele ($ şi H) se determină grafo- 
analitic, trasând curbele: 

Fig 4.33 i = £,(H,1,) 0, = FOR d, = £(Hal,) (4.116) 
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Fig. 4.34 
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| 
Pentru trasarea curbei q, se ia o valoare arbitrară H, = 200 A/m. Se deduce Hl, ; 
=100 A. Din curba de magnetizare a materialului (fig.4.34) rezultă inducția magnetica 13, 
= 0,35 Wb/m?, 
Se calculează fluxul: $3 = B383 = 7.1074 Wb. se obține un punct P (100: i 
` 


7-10“) al curbei q, (fig.4.36). Se construiesc in mod analog curbele 6, şi 6. luând ca 
; origine punctul Nu = 1055A pentru curba q, şi punctul Naiz = 975A pentru curba ë-- 
măsurând abscisele în sens invers (de la dreapta la stânga). 
Coordonatele punctului M de intersecție între curbele b3 şi 0, + d (suma 
aritmetică a ordonatelor) satisfac ecuațiile (4.115). 
Din fig.4.35 rezultă fluxurile şi apoi inductiile: $, = 10 - 10% Wb, $, = 16 - 107 


cà 

1) Wb, ds = h+: = 26 - 10% Wb; Di SE Wb/m?, B, =$: =0.64Wb/ m°. 
1 2 

ite 


B, = RS = 1.3 Wb/ m?, cu ajutorul cărora, din fig.4.34 pentru otel turnat. se obțin 
3 


câmpurile ` H, = 300 A/m, H, = 400 A/m, H; = 1750 A/m. 
x 0*Wb 


ER 
33 
s 

- 


Fig. 4.34 
| 
Rezultă U mAB =H 3l3 = d3R m3 = Ai A AZSA, sau a verificare 
Ge H353 
U maB e Nu éi $R mi + Nai) - A.R m? = 875A unde 
1 RSR? ëch Es 

R = —— = 18.10% l KE gege Nat er, Ru 11 

mi HIS} SA Hy, 300 Y ass 16 
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B, _ 0,64 l3 0,5 + pl 
Da a Him; AA 33,610" H . 
125,” 400 m3 383 7,43.20:10€ 
pg e DE m bio e 7434104 Hm, 
Ha 1750 


Aplicația 3, Să se rezolve circuitul 
0, din fig.4.36 în care |, = l, = 0.5 m, 
l, = 02 m. iar întrefierul lo are 
valoarea: 0.lImm. Secţiunile au 
valorile: Sı = Sa = 8 om şi S2-6 
cm? Solenaţia este Ni, 250 A 
Materialul circuitului este oţel 
laminat la cald in tole de 0,5 mm 
având curba de magnetizare in 
fig. 4.34. 
Va hi5 Se formează sistemul de ecuaţii: 
Fig.4.36 Hi + Hala + Holo = Niin: Hih + 
+H3l, = Nii d, = d2 + Qs, în care necunoscutele (H şi $) se determină din curbele $, = 
fiil); ¢ = LH + Hol); ¢ = f3(H3l), pentru diferitele valori ale interfierului. 
Pentru trasarea curbei 4, = BH) se procedează ca şi la aplicaţia |. 
În mod similar se procedează la determinarea funcției $, =f3(H;l}). Deoarece l; = l; 
şi Sı = Ss, funcțiile £,(H,1,) şi CHL) au aceeași alură. 
Pentru trasarea funcției 62 = fa(Hala + Holo), cu So Si +6: 10 m2 | 20-10? m 
şi lọ = 0,1-10? m, se procedează astfel: 
- se ía arbitrar H', = 100 A gi din fig.4.32 se obţine B', = 0,4 Wim şi = Das 
=2,4-10* Wb. 


0,4 
TE Ei Lu 

M2 (Hol + Holos42)sau M,(52;2.4-10%); 

- se repetă operaţiile pentru diferite valori ale câmpului H, până se obțin suficiente 
puncte Mz. 

Funcția & = fa(H;l;) are aceeaşi alură ca şi funcția d, (fig.4.37) 

Din fig.4,37 rezultă: q, = 7,5:10% Wb; 2 = 3.1:10% Wb q, =4. 4:10 Wb f 
H 1,5175 A; Hal, + Holo = 75 A. 

Cunoscând fluxurile ne pot calcula inducțiile 13, intensitátileo câmpului H 
permeabilitatea magnetică u şi reluctanțele magnetice Rm 


=3.10%A / m. coordonatele punctului Af, fiind 


Ca verificare, rezultă: N 1, = q R me = d Rau? R mR ma ) = 2S0A 
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Capitolul V 


CIRCUITE ELECTRICE DE CURENT ALTERNATIVY ÎN 
REGIM PERMANENT 


AAA n 


5.1. CIRCUITE ELECTRICE MONOFAZATE 


5.1.1. Márimi alternative sinusoidale 


Márimile electrice alternative sunt mărimi periodice de timp. care au valoarea 
momentană exprimată printr-o funcție f, 


u= ffo(t+kT)] SE (5-1) 


unde k este un număr întreg, T - perioada. După o perioadă. mărimea periodică u reia 
aceeaşi valoare, cu aceeaşi pantă. Inversul perioadei se numește frecvenţă. 


f= ` (d (5.2) 
S Jm 
Expresia oci =a (3.3) 
se numeşte pulsafie şi se măsoară în [rad/s] sau [s*]. 
Mărimea electrică sinusoidalá (de exemplu, tensiunea): 
u = Umsin(ot + p) (5.4) 


are elementele: Um - valoarea maximă (de vârf), (cot $ p) - faza, iar q - faza inițială 
(fig.5.1 şi 5.2). 


Fig,5.1 


În fig.5,1, p < 0, iar (5,4) se sorie: 


u = Um sin(oot + p). (5.5) 
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În fig.5.2, p > O, iar (5.4) se sorie: 
u= Um sin(ot - q). (5.6) 
Dacă două tensiuni au valori maxime şi faze inițiale diferite, rezultă: 
Wu s Um sin(ot - e); u2 = Um2 sin(cot - pa); iar p = i - pp se numeşte defazaj. 
, Valoarea medie a unei mărimi electrice sinusoidale pe o perioadă este nulă 
U med = e: i : ; (5.7) 
To 


De aceea, în electrotehnică se utilizează pentru valoarea medic expresia: 
E 

U mea => fudt. (5.8) 
To 


Introducánd (5.5) sau (5.6) in (5.8) se obține: 
U med = SE = 0,636U m . (5.9) 
R 


Valoarea medie a curentului se obține în mod analog: 


EE (5.10) 
a 


Aparatele electrice de măsurat destinate pentru curentul alternativ (cu excepția 
celor cu redresor), măsoară valoarea efectivă sau eficace definită de expresia: 


+ 
U=L [war (5.11) 
To 


Introducând (5.5) sau (5.6) în (5.11) se obţine, succesiv (cu e = 0): 


T Ss SE 
] Da) l 2- 1=cos2wt 
Us Tf U sin? ot-a - äer ES 
0 Ă 
U 


= 2 = 0,707U m- (5.12) 
di 
Prin analogie, valoarea efectivă pentru curent este 


1 = Îm 20,707... (3.13) 


dä 


Cu (5,12) şi (5.13) valorile momentane ale tensiunii şi curentului se seriu 


WH 


u=y2U sin(ot - Qu); i= Bei sin(cot Qi) (5.14) 
sau, dacă u este considerată referință (fără fază inițială), adică pu zU. iar mb, so 
obţine: 

u = V2Usinot, i= Y21 sin(cot CH (5.15) 


unde q este defazajul curentului i faţă de tensiunea u, 
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Actiunea termicá sau electrodinamicá a curentului alternativ cu valoarea efectivă | 
este identică cu acțiunea curentului continuu de aceeaşi valoare I. Din punct de vedere 
fizic, valoarea efectivă a curentului sinusoidal este egală cu acea valoare constantă, |. a 
unui curent continuu care, trecând printr-un rezistor cu rezistența R dezvoltă în timp de o 
perioadă T aceeași energie Q ca gi curentul sinusoidal, í = Im sin(cot - p) ce trece prin 


acelaşi rezistor, în același interval de timp: 


ap 5 
Q=RI?T=[Ri?dt, (5.16) 
0 
din care se regáseste (5.13). 
Raportul dintre valoarea efectivă şi valoarea medie a aceleiaşi mărimi sinusoidale 
` u este constant: 


U n 
K= —=-——=1Iil (5.17) 
U med 2/2 
şi se numeşte factor de formă. 


5.1.2. Producerea t.e.m. monofazate sinusoidale 


„Se consideră un câmp magnetic constant cu fluxul 
maxim ọm în care se roteşte o spirá, închisă pe două inele 
Inelele alunecă pe două perii, iar periile inchid un circuit cu 
o rezistență R. (fig.5.3). Când planul spirei este 
perpendicular pe liniile de câmp, spira imbrăhșează tot 


fluxul m , deci la un moment dat spira îmbrățişează fluxul 


P = Pm Cosa (S18) 
unde a este unghiul dintre normala la planul spirei şi directa 
Fig.5,3 liniilor de cámp magnetic, 
Admitánd că viteza de rotaţie a spirei este constantă in timp 
a 
O =~ ($.19) 
; ( 


se obține pe inele o tensiune u, a cărei expresie este dată de legea induchol 


4 d 
electromagnetice (pentru N spire); u = -N $ Cu (8.18) şi (5.19) rezultă, succesiy 


dt 
d q 
us-N J (Pm cost) = ONG m SIN Ot (5.20) 
t 
Comparând (5,20) cu (5.15) gi ținând seama de (5.3) se obține 


"3 
= NA 
[> 


y< 


V2U = /2w1N0 m; Us 4.44 PN (5.21) 


m” 
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5,1.3, Circuite electrice cu rezistenţă, inductivitate şi capacitate 


Circuitele electrice de c.a. conțin rezistențe, inductivităļi şi capacităţi distribuite in 
lungul circuitului, sau localizate în anumite puncte ale circuitului, De regulă. rezistenjclo. 
inductivităţile şi capacitățile distribuite se neglijează față de cele localizate. sau se 
consideră incluse în acestea, cu scopul de a se ugura calculul, erorile comise fiind, practic, 


fără importanță. 
¡ R 1) Circuit cu rezistență. Se consideră un circuit cu rezistență R 
E conectată la sursa de tensiune (fig.5.4): u = BE sincot. În circuit 
R ia naştere un curent: 
EEN) Wë EE 
ZAN Dëse ZE (5,22) 
w7 
S U 
Fig.5.4 unde: |= R este curentul efectiv. Puterea instantanee este prin 
definiţie: PU Ul2 sin? ot = ULA = cos20t). (5.23) 


Mărimile u, i. p sunt reprezentate in diagramele 
Da ` carteziană şi polară in fig.5.5. din care rezultă că 
tensiunea şi curentul sunt: în fază (q = 0) tar 
puterea este mereu pozitivă, afe o pulsafie dublă 
(20) față de tensiune şi are o valoare medie P dată 
de expresia: 


t 


0 yl ye 3 
P= 7] pdt= = fuidt= Ul (5.24) 
0 0 
În diagrama polară s-au folosit fazorii U si | ai 
Fig.5.5 tensiunii şi curentului. Fazorii sunt vectori. care nu 
y pr Ă À 3 : 
au punct de aplicaţie şi cu care se pot efectua aceleaşi operații ca şi cu vectorii forțelor 
mecanice, 
2) Circuit cu _inductivitate. Se consideră un circuit cu 
i L ' inductivitatea L  (fia.56) şi tem momentană 
i a u = V2U sint, care produce in spirele bobinei un curent i 
L variabil. Conform legii inducției electromagnetice, t.e.m 
i ' gir 
m indusă este: uy, = =L Cu a doua teoremă a lui Kirchhoil, 
ai, dt 
U 
H A di 
Fig.5,6 u+uy =Q, se obține: u = =u, = | E? uy „unde u, este 
di 


tensiunea pe bobină. Rezultă, succesiv; 
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Zeg) Lesch U 
di SCH j= ¡fut= V2 (o cosat), 
în care œL = Xy, se numeşte reactanfA inductivá (Q), deci: 


La Dale - 7), (5.25) 


U 3 A e 
unde | = Xx reprezintă valoarea efectivă a curentului din circuit. 
L D 

Puterea momentaná este: 


p=ui= 2Ulsinoisin| ai - ») = -Ulsin 2ot. (5.26) 
Mărimile u, i, şi p sunt reprezentate în diagramele polară şi cartezianá, în fig.5,7, 
din care rezultă că curentul este defazat în urma tensiunii cu unghiul pozitiv > „de unde 


rezultă că puterea are alternanfe pozitive şi negative, cu pulsatie dublă (2w) faţă de 
tensiune, cu valoare medie nulă: 


NS 


Fig.5.7 


pa ER 
P = — [uidt = -— f sin 2wtdt = 0 (5.27) 
To Tx 


| 
Se observă că energia consumată într-un sfert de perioadă este cedată inapoi surse! | 
în următorul sfert de periodă: | 


g y 
4 E UI 
W'= f pdt = -UI [sin 2otdt = - — (5.28) 
H 0 om 
fiind egală în modul cu energia acumulată anterior în câmpului magnetic al bobine: 


w=21p Set (5.29) 
2 
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şi din care se regăseşte expresia reactantei inductive a bobinei 


U 
ole e Hi, $5.30 
Na 3) Circuit ou capacitate. Se consideră un circuit cu 
ue condensator ideal (fără pierderi) conectat la sursa de tensiune 
(fig.5.8): u = VŽU sinot. Cu teorema a doua a lui Kirchhoff : 
Y HSH (5.31) 
Fig.5.8 Şi ținând seama de relaţia dintre sarcina q şi capacitatea C a 
condensatorului Ir i 
qale 
u =2==-—|idt=u, $.32) 
AC El i 
rezultă succesiv ` 
er căzuse) Vsi ot + ai (5.33) 


1 E : U K 
unde E X, se numeşte reactanfA capacitivá (Q), iar Ge reprezintă curentul 
* c 


fectiv din circuit. Puterea momentană este: 
SL Ul sin 2ot (5.34) 


Ip 
LR 


a Fig.5.9 b 


Mărimile u i și p sunt reprezentate în diagramele carteziană şi polară, în fig. 5.9, din 


care rezultă că curentul este defazat înaintea tensiunii cu unghiul negativ 2 „de unde 


rezultă că puterea momentană are alternanje pozitive şi negative, cu pulsatia dubla (20) 
față de tensiune, cu ES pen nulă 


P= Ff vidt = Hagen =o | (8.38) 
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Se observă că energia consumată într-un sfert de perioadă este cedată inapoi sursei 


în următorul sfert de perioadă: 
T T 
4 A f Ul z 
W'= | pdt = UI sin 2otdt = — (5.36) 
0 0 bed 
fiind egalá cu energia cámpului electric al condensatorului : 
w=l0u2 =cu Ul (5.37) 
2 o 
şi din care se regăseşte expresia reactanței capacitive a condensatorului 
A Xe; (5.38) 
OCA] = 
4) Circuit cu rezistenţă, inductivitate şi capacitate legate in serie. Se considerá 
circuitul din fig.5.10 în care sursa are la borne tensiunea momentană : u = y2Usinot, 
care produce în circuit curentul momentan i şi căderile de tensiune ug, ur şi uc. Rezultă: 
U= Up tu tuc (5.39) 
uziR+ LÉI [ide (5.40) 
dt = 
R (= -C Din diagramele polare (fig.S.S, 5.7 şi 5.9) şi 
luând fazor de referință curentul L rezultă 
gf 
u "me u "ue | 685.11. Din triunghiul OAB se obține: 
U2 = Uk +(U, - UL) (5.41) 
Fig.5.10 sau, cunoscând că : 


<9 
RA a 


Us = IR; UL = IX, = loL ṣi Uc =IXc = 12 „rezultă: UP =PR? Hai -—| adică 
D N x 


Se 
| 2 
Usl R2+(oL-) UL (5.42) 
OC 
în care ` 
ee a ME i e 43) 
OC V 


se numeşte reactanja circuitului (Q), iar 


e 
Se 

R? +(oL- 1) =Z 5 

| WC (5.40 


se numeşte impedanja circuitului (Q), 


Defazajul q dintre curent gi tensiune rezultă din fig.S.11 


| 
OL = — 
¿UL UC n LEE mil; (5.45) 
T DR R KL 
pá 
q =arctg e (5.46) 


Deci curentul momentan este 

i= /ZIsin(ot - q) (5.47) 

Mărimile u,i si p = ui sunt reprezentate în digramele 
carteziană (fig.5.12) şi polară (5.11) din care rezultă că 
curentul este defazal în urma tensiunii. dacă 
p>0(XL >Xc). sau este defazat inaintea tensiunii. 


dacă p<0(X| < Xc) Dacă ecuaţia tensiunilor (5.40): 


d Ur l 
Fig.5.11 u=Ri+L < £ ` fidt se inmulteste cu: idt = dq = Cduc, 
se obține, succesiv: S 
: 22) Ze 2 > E 
uidt = Bit + Lidi + Cucduc = BI dt rd = + d e ; 
uidt = Ri2dt + d(Wm + We), (5.48) 


adică energia elementară uidt produsă de 
sursa de tensiune este. pe de o parte. 
transformatá ireversibil sub formă de 
căldură in rezistența R. iar pe de altă 
parte, energia este reversibilă. fiind 
absorbită sau cedată înapoi sursei. în 
anumite intervale de timp, de câmpul 


Men, 


electric al condensatorului şi câmpul 
magnetic al bobinei. 
Diagramele polară (fig.5.11) şi 
Fig:512 carteziană (fig.5.12) au fost trasate 
considerând Xu> Xe adică circuitul este inductiv, Dacă se consideră AL < Xe (p<0), atunci 
diagramele respective au aspectul din fig.5.13, adică circuitul este capacitiv, având 
curentul momentan: i = V21 sin(cot +9), (5.49) 


UI | 

| uidt = F f2sinotsin( ot t dp)jdt, 
0 

l 


4) P = 
0 


NAS 


Fig.5.13 


Dacă R=0 gi X, #Xo, atunci p= a circuitul fiind capacitiv. sau respectiv. 


inductiv, iar dacă Bar şi X; = Xe, atunci p = 0. circuitul fiind intr-un regim special numit 


rezonanţă electrică. 


5) Circuit cu rezisten inductivitate şi capacitate legate în paralel. Se consideră 


circuitul din fig.5.1 Aa în care se cunosc R,L,C şi tensiunea momentană: U= y 2U sint. 


0 JA S 
l le 
o Ed 
E Ah 


Fig.5.14 
Curenţii din ramuri au valorile efective : 
U 187248] U 
Ig =, 1 ==. le = —=U0C. $.52) 
z R E XL oL E Xc S Qué 


Ţinând seama de defazajele curenților Ip, şi Ic față de tensiunea comuna, 


precum şi de teorema lui Kirchhoff, I=lp +l; +lc, se obține diagrama polară 


(fig.5.14 b), din care rezultă I= AA äu? - lo) sau, cu (5,52) :1=1 ` z (= - acl ; 
¡R* DR 


2 
ET SE sc ES Ss 
E 2 Gs 


Defazajul dintre curentul I şi tensiunea U este dedus din expresia 


Il, -lI | | 
t a ds c = s d 
gp e d = 3 (5.54) 


e 111 = 


Valoarea momentană a curentului este 
i = 21 sin(ot = p). (5.55) 
din care rezultă că mărimile u,i și p=ui au digrama carteziană similară cu cea din fig.5.] 2 
dacă p>0, sau similar cu cea din fig.5.13, dacă (p<0. Aceasta inseamnă că circuitul paralel 
din fig. (5.14 a) poate fi transfigurat într-un circuit echivalent cu rezistenţa R, şi reactanța 
X. legate în serie. 
Din (5.53) şi (5.54) rezultă : 
l U EH $ 
, tgp = — adică, se obțin relaţiile de transfigurare: 


e mul 
Ze JR? + X2 Re 


(5.56) 
t 
e ep | SE 
Re XL Xc 
Rezultă soluțiile: 
R 
Rg = (5.58 
Le 
Is SE = 
XL Ze 
Hr z Ss 
x = XL Ze eg, 
g EE EE 
Së el 2 = A 
XL Ze 
2 3 R 
EA Re + Xe = ==. s€ 
) 2 
d l | 
+ e 
| Xe 
ne. 
jar Dacă X. > 0, circuitul echivalent este inductiv, cu inductivitatea Le = Ze Lu 
2 | | 
dacă X.< 0, circuitul este capacitiv, cu capacitatea Car ` 
(Mm e 
Pentru circuitul paralel R - L se consideră = 0C = 0 şi rezultă 
4 Xe 
EN y 
RX? 
Re = => e (5.61) 
R +X( 


54) 


| 
Pentru circuitul paralel R-C se consideră a = 


2 
ADE 5.65) 
e 2 5 ( 
RE + XÇ 
2 

| > ` Le (9:69) 

Ki XC 

RX 
Zi ¡RE ER e = = > (5.67) 
yR + Xx 

R 
t AS 5.68 
E Xa (5.68) 

6) Condensatorul real. Datorită imperfectiunii dielectricului, în care au loc pierden 


prin efect Joule-Lenz şi pierderi prin histerezis, condensatoarele reale se încălzesc, ceea ce 
echivalează cu prezența în circuitul condensatorului a unei rezistențe. Pe baza 
echivalentei circuitelor serie şi paralel, rezultă schemele echivalente ale condensatorului 


real (fig.5.16 şi 5.17), din care se constată că unghiul de pierderi A are valoarea: 


că 
— 


Sm tgd m SÉ s Rs = ORC, sau Ôw tgô = 
Ucs _ 


lcp UNC p oben 


unde tgó 


= 113 = 


Wë (5.69) 


E) 


o, OC; 


sau R UA l (5.70) 


variază între 10“ gi la 10”. Rezultă: R, = 


Deoarece se admite C, = C, = C, se deduce 


Rae? a R¿<<Rp, (5.71) 


R 
P 
La condensatoarele ideale R, =0 şi Rp =, fiind considerate fárá pierderi. 


7) Circuit electric paralel 


oarecare. Se consideră circu- 
itul din fig.5.18.a format din 
două laturi ale căror diagrame 
(U; D sunt trasate în fig. 5.18.b 
şi c. Aceste diagrame se 
suprapun într-o singură dia- 
gramă  (fig.5.18.d) având 
comună tensiunea U. Dife- 
ritele căderi de tensiune (Up: 
Uma; Unp; Uno) pot fi deter- 


Fig.5.18 minate grafic din fig. $.18.d, 
cu condiţia ca aceasta să fie trasată la scară, 


Se constată că: I = d +13 +21112 coz - 91) Geen 
U 


în care II = U = , 5) ys NON: >, | 
l 2 l 
R? + Di — SH R5 + (oL a SC | 


wC) 


~ 114 = 


| 
ml = Ol e i 
C 
Pi e arotg o GC p7 e arg —_—2 
Ri R3 


Rezultă defazajul global al circuitului p, din relația; J? = 1 ab -jld p-p) 
Se mai pot calcula: impedanja, rezistența şi reactanja echivalente ale circuitulus 


. Z="; Re Zog X=Zsing (5.73) 


8) Circuitul ramificat, cu rezistență, inductivitate şi capacitate legate mixt. Se 


consideră circuitul din fig.5.19 cu parametrii R,L,C şi tensiunea momentană 


u = V2U sincot , cunoscute. 


Lu 


ti 
iC 


D 


Circuit inductiv Circuit capoctiv 
(P>0) (¥<0) 
Fig.5.19 
Pentru determinarea curenților din ramuri se alege o valoare arbitrară pentru 
EE EE 
tensiunea Lie între nodurile circuitului, obținându-se curenţii lc = SC le = pa - 
AL Ar 


la = ly - le şi tensiunea pe rezistența R: Us = IRR 


E A 
Rezultă o tensiune U'= (u Lo) + (Ur) „care de regulă este diferită de U 
Valorile reale ale mărimilor se obțin prin înmulțirea cu factorul k (circuitul fiind 
liniar): 


ko (5.14) 


Ui 
și rezultă Ir = kl}; le = Hei In s Ka. UR = Kn: ULc = Ke 
Defazajul total al circuitului este: 


£ ' SIN 


SC 
mp = arc 
U 


R 


n fig.5.20 este prezentată a doua Variantă de conectare mixtă a elemenetelor 
R.L.C şi diagramele polare în cazul circuitului inductiv și capacitiv. 


SU Unc 
Circuit inde Circuit capocitiv 
(Y>0) (¥<0) 

Fig.5.20 


Se alege o valoare arbitrară pentru tensiunea Ure între nodurile circuitului sí se 
; - , BOET e 
dedus: Ir = RC; To = ORE; 1, = lin) «(e Us =n xa; 
C Ă 


NO E > Ic 
U= (Urc) SO + 2UkcUg cosa , unde a are valoarea: o = 90° + arctg &. 
IR 


Cu factorul => se obțin valorile reale: Ip = KIR lez kic:l = Gr 
Uy =kUL; Urc = kURc. 
Din relația: Uk = U2 + Uf -2UU] cos U; Uy ) se obține defazajul circuitului: 


2522 Udo 


= 90” — arce (5.76) 
9 arccos A 


a. L 


Ni 
CO e IV 


Flg.5.21 
În fig.5,21 este prezentată a treia variantă de conectare mixtă a elementelor R.L.C 
și diagramele polare, cu 4>0 (circuit inductiv) şi <0 (circuit capacitiv) 
URL. 


Cu o valoare arbitrară Ui. între nodurile circuitului se obţine Ip = R 
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i = SRL DI JI , Un= Le Mert U= | (Ur) + (uc) REIS E 


unde a are valoare ` a = 90° Val. 
Ir 


Notánd ki rezultă valorile reale: Ip = Hab = Hu le = kic; Uc = Hie 
Ur = Ken. Defazajul circuitului este: 
VOS = Uh 

2UUc 


Aplicaţie. Să se rezolve circuitul din fig.5.22.a, în care U=100V. o = 10%”, R = 
=100, L = 10mH, C = 100pF. 


p = 90” — arccos (SIDA 


Fig.5.22 

Pe baza metodei prezentate şi a diagramelor din fig.5.20 şi 5.21, se obtne 
diagrama din fig.5.22,b, în care: Une = Ur = 100V, lei Za Ira = la, = la m lF 104, h Se 
=h = 1042 A, 1=20A, U, = U, = 10042 V, py =-p> =45°, p = 0. Un = 200V 
(obținută grafic), 


5,1,4 Puterea electrică activă, reactivă şi aparentă. 
Triunghiurile puterii, tensiunii, impedanje: şi admitanței 


Puterea electrică are valoarea momentană: p ui, unde u=v2Usinal: 


í = V2lsin(oot — p). Beau: p = ui = |Ulcosq = cos(2t - p)] 
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Valoarea medie: 
1 dt 
p= 7 JUI[cosg - cos(20t - OUER =Ulcosp. (5.78) 
0 


se numeste _putere activă, cu unitatea de măsură watt (W). iar energia consumată se 
numeşte energie activă. Dacă un circuit conţine rezistență, inductivitate gi capacitate, 
atunci numai în rezistență se transformă energia electrică în energie calorică prin curentul 


de conductie activ: 


la = lcosq (5.79) 
puterea activă având valoarea 
P = Ul, = Ulcosg, (5.80) 


Într-un circuit cu rezistenţa şi tensiunea eficace constante, puterea activă este 
constantă, deci şi curentul activ I, este constant, iar curentul din circuit depinde de 


defazajul ọ al circuitului (fig.5.23): I = la ; 
coso 


Este deci avantajos ca mărimea cosq numită factor de putere 
să fie cât mai mare, adică să tindă spre unitate. 

În circuitele de curent alternativ, reactanta inductivá, sau 
capacitivá, provoacă un schimb bilateral de energie între sursă şi 
circuit, curentul se numeşte curent de conductie reactiv 
(fig.5.23): 


|, = sine (5.81) 
Fig.5.23 iar puterea respectivă 
7 Q = UI,= Ulsinq (8.82) 


se numeşte puterea reactivă, cu unitatea de măsură voltamper reactiv (VAr). Puterea 
reactivă este absorbită de bobinele şi condensatoarele din circuit, într-un sfert de perioadă 
şi apoi cedată înapoi sursei în următorul sfert de perioadă. în mod independent 

Eliminând unghiul de defazaj ọ din relaţiile puterilor activă şi reactivă 
P = Ulcosq, Q = Ulsinqp, se obţine o mărime pozitivă 


e Ei Ou (5.83) 


numită putere aparentă e aparentă şi care se măsoară in voltamper (VA) 


Ultimele trei relaţii se pot ataşa la triunghiul dreptunghic din 
e fig.5.24 numit triunghiul puterilor. Știind că P>0 şi Q) 0 rezultă 
Q că într-un circuit cu mai multe rezistențe. inductiviáp şi 

capacităţi, legate în serie, paralel sau mixt, puterea activă totală 

este egală cu suma aritmetică a puterilor rezistoarelor (n ), 


uterea reactivă totală este egală cu suma algebrică a puterilor 


Fig.5.24 H 
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câmpului magnetic (+) şi câmpului electric (-) al 
bobinelor și condensatoarelor (m), iar puterea 
aparentă totală a circuitului considerat este egală 
cu suma vectorială  (fig.5.2S-pentru trei 


impedante): 
n m f 
P=YP50=20¡:S= 2S; (5.84) 


i=l E i=l 
Fig.5.25 unde r este numărul de impedanje, iar modulul 


S este (5.83): S = yP? et : 


Dacă laturile triunghiului puterilor (fig.5.24) se impart la curentul eficace I, se 
obține triunghiul tensiunilor (fig.5.26), cu laturile: 


S P : 
U=; Up == Ucosp; Uy =? = Using (5.85) 
U Z Y 
EE | See" K AN 
UR R SI 
Fig.5.26 Fig.5.27 Fig.5.28 
Dacă laturile triunghiului tensiunilor se împart la curentul eficace I. se obține 
triunghiul impedantelor (fig.5.27), cu laturile: 
SE = SR = Zoosọ; X = X= Zsing (5.86) 


În sfârşit, dacă laturile triunghiului impedantei se impart la pătratul impedante: 
(7?) se obține triunghiul admitantelor (fig.5.28) cu laturile : 
y= Zi een B= Ă = Ysing (5.87) 
aL 72 ze 
În aceste expresii Y este admitaţă, G-conductanjA, iar B-susceptanţă. toate trei 
măsurându-se în [2*]. Celor patru triunghiuri li se pot ataşa mai multe relaţii utile, dintre 
care menţionăm; 


2 > d 
S=Ul =Z’ 10, P = Soosp = Ulcose = RI? = GUS, 


MA UA E 
Q=Ssinp=Ulsing= XI? = DU, ges ai 
N J a 


a a E a = ` , Y= Ja? + BÊ eto 


- 2. Y 
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5.1.5 Metoda algebrică generală de rezvoltare a circuitelor ramificate monofazate 


Metoda algebrică de rezolvare a circuitelor electrice monofazate se recomandă în 
cazul calculelor asistate de calculator (minicalculator): in caz contrar, această metodă 
devine greoaie, cu volum mare de calcul manual. 

Se consideră circuitul ramificat din fig.5.29.a, in care se cunosc: tensiunea de 
alimentare U, elementele de circuit R,L,C şi pulsatia w. 


- Fig 5.29. 


Se parcurg următoarele etape de rezolvare: 
- Se calculează reactantele şi impedantele celor trei ramuri ale circuitului (cu 1 
EP23): 


1 E 
Xy =0L,, Xa Se SE, Zi Ri, 
1 


- Se calculează conductantele, susceptantele, admitanta şi impedanta grupului 


R 
paralel Ga =p SEH G3 =G; +G3, B, EE Ee Baa = B, +B 


> 


2 3 di Z3 


1 
Yz = VG+ B33 ¿Za = SC 


- Se determină rezistența şi reactanta grupului paralel, rezistența, reactanta şi 
impedanţa circuitului (fig.5.29.b). 
Ra = Goia, Kan = Boa, R =R; + Ra, X =X; + Ka, Z=VR +X? 

- Se calculează curentul absorbit de la sursă, tensiunile U, (pe ramura 1) şi La, (pe 


3 
i U 
grupul paralel), precum şi curenții din ramurile paralele |, = 5: U; = Zu Un = Zali 
L = Uz J Un 
7» Z3 


X, X, X, 
- Se calculează defazajele (p, = arctg io Y arctg Ra Pa” SAUCE 
Mi No Na 


Pa = arctg —£, p = arctg —. 
Ra 


R 
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~ Se calculează puterile 
Pi = Ril}, P; = R31}, Py = Ras; 
PsP 4 P, + Py = UI, coso 
Q=X 17, Ons Kal, 0) = X415; 
Q=0Q; +Q; +Q; = UI, sing 
Si = D, S, = Uyl, S3 = Uz3l3, 
S=4P? +Q? = UI. 

- Se trasează diagrama polară a tensiu- 

Fig.5.30 nilor şi curenților (fig.5.30), în ordinea:U (fazor 

de referință), (+), h, Pi, U, Pz, Uz, (ca verificare U, + Us SS Di Pa, L. Pz, L (ca 
verificare 1, + Ls = Ii). 


Tot ca verificare se poate trasa a 
suma fazorilor Up = Ux , care trebuie să 
fie egală cu U, unde Up = RI, şi Uy = 
XI, (fig.5.29.b). 

- Se completează diagrama din 
fig.5.30 cu căderile de tensiune pe ele- 
mentele de circuit (cu i = 1,2,3): 

Ur =Ril;, 

Uu, zs Sr, Ual, (5.96) 
[+ şi se obține diagrama din fig.5.31 


5,2 CALCULUL CIRCUITELOR ELECTRICE DE CURENT 
ALTERNATIV, PRIN METODA REPREZENTĂRII 
ÎN COMPLEN 


Această metodă constă în utilizarea proprietăților numerelor complexe şi oferă 
simplitate şi volum redus de calcul, 
In cazul circuitelor cu un număr relativ mare de laturi, pentru care se impune 


rezolvarea unor sisteme cu tot atâtea ecuaţii complexe, metoda permite utilizarea 


calculatoarelor electronice. Sistemele de N ecuaţii complexe se transformă în 2N ecuaţii 
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algebrice, rezolvarea asistată de calculator fiind identică cu cea din cap.3. 


5.2.1 Proprietăţile numerelor complexe şi reprezentarea în complex 
a mărimilor electrice 


Un număr complex se poate scrie în funcție de operatorul imaginar j = V-1 astfel 
(fig.5.32): C = a + jb = C(cosqp + jsinp) = Ce, unde C este numărul complex. C - 
modulul numărului complex, a - partea reală, b - partea imaginară, p - defazajul 
numărului complex, iar e - baza logaritmului natural. Între aceste mărimi se pot scrie 
relațiile: 

K 


C=ya? +b; GE jale Cea jb= Geh (5.97) 


Numărul complex de modul unitar şi argument a se numeşte operator de rotație» 


H 


Dacă a = CS se obţine (5.97) operatorul care atașat unui vector (fazor) îl roteşte în sens 


` x e T 
trigonometric cu unghiul z 


axa imaginară 


Fig.5.32 Fig.5.33 
Conjugatul numărului complex C se notează cu C* (5.97) şi se utilizează în 
rafionalizarea fracțiilor, precum şi alte operații. 
Derivata unui număr complex în raport cu timpul este tot un număr complex, rotit 


cu 5 în sens trigonometric și cu modulul de o ori mai mare (fig.5.33). 


ës Ze 
oi Ce ghc”) = m (Co) = joce! = at (5.98) 
e Se 
unde: p = ot reprezintă faza definită în general ca produs între pulsaţie şi timp 
u’ Integrale unui număr complex in raport cu timpul este tot un număr complex, rotit 
yo 


n s O alui: , 
cu > În sens orar și CU modulul de œ ori mai mic (fig. 5.34). Rezultă succes» 


e 122 = 


e jot 
[Ot = [Cetara E (5.9) 
zi) Jo 


Transpunerea în complex a mărimilor sinusoidale se face prin includerea valorilor 
efective fazoriale ale mărimilor electrice în planul 
complex. Astfel, mărimile conţinute de triunghiurile 
puterii (fig.5.24), tensiunii (fig.$.26), impedanței 
(fig.5.27), admitantei (fig.5.28) gi curentului (fig.5.23) 
se pot scrie în complex : 

S=P+jQU= Ur +jUx; Z= 


C : l B ' 1 (5,100) 
E îs IA Onda ds 
Fig.5.34 Comparând reprezentarea în complex a tensiunii U şi a 


curentului conjugat 1* cu triunghiului puterilor transpuse in planul complex (fig.5.35) se 
constată egelitatea: S = U I*, deoarece: 


$=Ul*=Ul*= Ulei? = Se (5.101) 
Rezultă 

S= Ule}? = Ul(cose + jsing) = Ulcosp + jUlsing. 
" Deci, S=Ul*=P+jJQ (5.102) 


Fig.5.35 


5.2.2 Legea lui Ohm şi teoremele lui Kirchhoff in forma complexă 


L Se Fie circuitul R,L.C, serie din fig.S.36 în care 
A tensiunea: u = /2Usinot, acoperă cáderile de 
u(1) tensiune momentane pe elementele de circuit. 
Rezultă: u = upg +U, + Uç, sau, 


; A 
„5.36 u=iR+L— +-—]jidt. 5.103 
Fig SE | (5.103) 
Cu (5,98) și (5.99) se trece de la valorile momentane la valorile efective (ca 


mărimi complexe) scriindu-se, în loc de u, corespondentul U şi in loc de i corespondentul 


1 : deci (5,103) devine: U = IR + L( jol) + H „Sau succesiv 
jo 


ue jol +) = (R+ jX) = 12. (5.104) 


jo 


care se numeşte legea lui Ohm în formă complexă. Expresia 
Z=R+jX (5.108) 


RES 


se numeşte impedanța complexă a 


circuitului. in care se recunoaște 
expresia reactantei: 


X=X, - Xe =oL- se Teoremele 
oC 
lui Kirchhoff prezentate în regimul 


electrocinetic se pot extinde ŞI in regim 
„ evasistationar (c.a): 


31.20; (5.106) 


2 b Cə EA siet (5.107 
Fig.5.37 Transpuse în planul complex acestea au 
forma: Dl=0 (5.108) 


SEI (5.109) 


care reprezintă teoremele lui. Kirchhoff în formă complexă. Ca exemplu de aplicare la 
nodul şi bucla din fig.5.37, aceste teoreme se scriu: I- -13+1,=0; 


z = 3) 5] 
U,-U, =1,(R, +joL,)=1,(R, +joL, SE SS Ve = i) +l, Ra. 


5.2.3 Metode de rezolvare în complex a circuitului electric de curent altemativ 


E Se poate face o analogie între metodele de rezolvare în c.c. şi metodele de 

de rezolvare în c.a. cu mărimi complexe. 

jit 1) Metoda legii lui Ohm. Se aplică în cazul circuitelor serie alimentate la o sursă 
de tensiune, De regulă se cunosc elementele de circuit R,L.C şi t.e.m. a sursei de tensiune 
sinusoidală, adică se cunosc valoarea efectivă a tensiunii U şi pulsatia œ, tensiunea U fiind 
luată fazor de referință. ` 

Curentul absorbit de la sursă este calculat cu legea lui Ohm 
(ca 
tul it U U U (5.110) 


== ruleze Va ai y 
Z R+jX R+ j(X, -Xc) 
unde R este suma rezistenjelor legate în serio, A1 = F wL- suma reactantelor inductive 


| , ? d 
4 An — ~ a reactanțelor capacitive legate in serie. Cu ajutorul 
legate în serie, iar Mos Y DC sum t E g 


curentului 1 se pot calcula căderile de tensiune pe elementele de circuit, defazajul 
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circuitului, expresia momentană a curentului gi puterile: 
Ur =IR, Ur "jX, He Die = arctg, i= dÉ gelant - 4) 


S=UI*=P+j0Q (5.111) 
apoi se trasează diagrama fazorilor, tensiune curent, în plan complex, 
2) Metoda impedanjelor echivalente. Se utilizează, în general, în cazul circuitelor 


ramificate alimentate la o singură sursă de tensiune (circuite monofazate), Grupurile de 
impedanţe legate în paralel se transfigurează în impedanje echivalente serie şi se aplică în 
continuare metoda legii lui Ohm. La calculul în complex al impedanței echivalente a 
circuitului se folosesc relații asemănătoare cu cele din, c.c, adică, pentru mai multe 
impedante legate în serie se obține o impedantá echivalentă 


Da +2 +. (5.112) 
y iar pentru mai multe impedanfe legate în paralel, impedanta echivalentă se obține din 
relația : se? GE 
Z Zi 2; 


Aplicaţie. Să se rezolve circuitul din fig.5.38, în care U = U = 174V; Z; = (14550, 
Za = (10 - 2450; Za = (6+j8)0. 
Impedantele grupului paralel şi echivalentă sunt Z 4g = HE = EE SI, 
fa +£3 


poz ze A 


bos Se determină curentul absorbit de la sursa 
es 1, şi defazajul acestuia faţă de tensiunea U (luată 


B ca fază de referință) |, =Z =%1-): 


l =84/2A, o = arte =45. 
Celelalte defazaje sunt : 


Se calculcazá căderile de tensiune pe 
impedanje: U; = Zu, = 48 + 332; 
U, = 57,7 V; Uas = Za li = 126 - 532; Una = 130V. 
Rezultă curenții din ramuri: 


U u E 
L s SÉ 294 4:1)=5451, =>% =5-j12: h=13A 
ES Za 


Pie $ A9 
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Ca verificare: Iı = La + Is. Puterea aparentă este :S = U 1,*=U1,* = 174(8 + j18), 
P= 1392 W; Q = 1392 VAr; S=1392/2VA. Circuitul este inductiv (Q>0), În fig.5.39 
este prezentată diagrama în planul complex al tensiunilor unde, ca verificare se constantă 
U=U, +Umsşihsh+h. 

3) Metoda teoremelor lui Kirchhoff. Se utilizează în cazul circuitelor ramificate. cu 
una sau mai multe surse de tensiune. Etapele de calcul sunt următoarele: se determină 
numărul de noduri electrice N, numărul de bucle B care nu se suprapun, se aleg sensuri 
arbitrare pentru curenții din laturi, se scrie teorema întâi a lui Kirchhoff 


NI=0 (5.114) 
de (N-1) ori, şi teorema a doua a lui Kirchhoff: 
Zzi= ZU (5.115) 


de B ori, cu sens de parcurgere arbitrar (dacá sensul curentului are sensul de parcurgere, 
produsul respectiv Z 1 are semn pozitiv, in caz contrar-negativ), apoi se rezolvă sistemul 
celor L ecuaţii (L = N - 1 + B ). Suma din membrul drept (5.115) este fazorială. 

De regulă, în cele L ecuaţii, necunoscute sunt curenţii, fiind cunoscute tensiunile 
de alimentare şi impedantele din circuit. După ce se determină curenții din laturi şi 
defazajele se pot cacula puterile şi se poate trasa diagrama fazorilor (U; I) în planul 


Aplicaţie. Să se afle curenţii din laturile 
circuitului reprezentat în fig. 5.40, în care: U, = 90V (faza 
U, de referință pentru toţi ceilalți fazori U, I), U, = (180- 

3135)V, U, = (160+j175)V: U, = (170+j120)V, Z, = (25- 
ze j25)Q, Za = 100, Za = (10+j10)8, Za = (30+j20)Q, Z, = 
c "Gala, Ze = (10+j20)0. 

Circuitul arc N = 3 noduri şi B = 4 bucle, deci: 
L>N-1+B=6 laturi. 

Se scriu teoremele lui Kirchhoff: 


Fig.5.40 


l-L-1,+15=0, 1,3 +1, -15-1¿=0 
-Zihi Za =U- Uz; Zala -Zels +Zsls =U, (5.116) 
Zal3 + Zsls = Uy, Zale + 2616 = U4 
Se introduc valorile tensiunilor și impedanţelor, se rezolvă sistemul şi se obțin 
curenții: L = 4 +5, L = 3 - j4, L= 8 + j6; L, = 4-3, L =7; ls = $ + j3, cu modulele: 
I, = 245A, la = SA, I, = 10A, L = SA, Is = 7A, ls = 5,83A. 
Rezolvarea sistemului (5.116) se poate face, fie asistată de calculator (ON = 12 
ecuații algebrice liniare), fie prin metoda substitutiei 
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potrivit căruia curentul electric dintr-o latură a unui circuit de c.a. reprezintă suma 
algebrică a curenților produși de fiecare t.e.m. al circuitului. în parte, dacă ar acţiona 
singură în rețea. Ca şi în c.c, se menţine, pe rând, în circuit numai câte o sursă, celelalte 
surse fiind considerate cu t.e.m. nule, dar cu impedanțele lor proprii neschimbate. Metoda 
superpozitiei se aplică la circuite cu două, maxim trei surse, în cazul mai multor surse, 
volumul calculelor creşte considerabil, față de alte metode. 
Aplicaţie. Să se determine curenţii din laturile circuitului reprezentat în fig.5.41.a, 
în care U= U; = 300V, U, = (38+j156)V, Z, = -j709, Z, = (2+j5) Q, Za = (10 + 520) Q. 
Impedantele interioare ale surselor U, şi U, se neglijează, sau se consideră incluse în 
impedantele laturilor, Z; şi Z2. 


Fig.5.41 
- Se lasă în circuit efectul sursei U, (fig.5.41.b) şi se determină curenţii |! 
U EA EES 
bag Dap = 11 -, h = SAE [= AB. (5.117) 
+ Lalo Za +2; Zn Z3 
Za + 3 


- Se lasă în circuit efectul sursei U; (fig.5.41.c) şi se determină curenții I". 

Ținând seama de sensurile curenților din circuitul inițial şi circuitele de lucru 
rezultă curenţii I; =, - 1", = 2 + j4; la = [a - Dr = 4 - j2; D = I +I", 26 + j2. 

5) Metoda curenților de contur. Se folosesc 
teoremele lui Kirchhoff scrise în complex. prin 
Les substituirea curenților din laturi cu curenți de contur. De 
exemplu, curenţii din sistemul de ecuaţii (5.116) ai 
circuitului din fig.5.40, se înlocuiesc cu curenţii de 


Je contur din fig.5.42:1,>lcu;la Sle: = lonb" los; Lien = loz 
L, > lea, ls = Lea + Los. (5.118) 
Fig.5.42 ' Numărul curentiilor de contur este egal cu 


numărul de bucle independente B. Noile necunoscute (5.118) introduse în sistemul de 
ecuații (5,116), reduc numărul de ecuații de la șase la patru, adică tot atâtea, câte 
necunoscute există în noul sistem, acesta din urmă fiind, deci, compatibil: 


«lab $ 


(Zi + Zn lei = Za 10 = Ur H 
bla +(Z, + 25 + Zola -= Sale + Zelea = -U) 
Balen + (23 + Zs)lc3 = Us 
Zelle + (Za + Ze lea = H, 
Soluţiile acestui sistem se introduc în expresiile (5.1 18) şi se obțin curenții 
circuitului (fig.5.40), care satisfac teoremele lui Kirchhoff. 


Sistemul (5.119), ca gi alte sisteme obținute similar pentru alte circuite cu oricáte 
bucle, se poate scrie direct din sistemul general de ecuaţii pentru determinarea curenților 


de contur : 


(5.119) 


Zilei +Z121c2 ++ Zinlen = Un 


Zale + Za21c2 ++ Zanlon = U2 (5.120) 


Zeile +Zm lcz +--+ Znnlon = Un 
În general Zp este suma algebrică a impedantelor complexe din circuitul j afectate 
de curentul de contur L din circuitul p, iar U, este suma algebrică a t.e.m. complexe din 
circuitul p. Dacă circuitul are B bucle independente, atunci n = B şi Zp = Zp iar semnul 
produsului Zjpľo este pozitiv dacă prin Zp curenţii Ij şi Lp au același sens si este negativ - 
în caz contrar, sensul de parcurgere a buclei fiind dat de sensul, ales arbitrar, al curentului 
de contur. Curentii din laturile circuitului se obțin făcând suma algebrică a curenților de 


contur din latura respectivă . 


Aplicaţie. Să se afle curenții din 
laturile circuitului reprezentat ìn 
fig.5.43, în care : U, = Ur = 200V 
(fazorul de referință pentru celelalte 
te.m.), U, = (30 - j30)V,_Uy=(180+ 
+j110)V, Us = (50 + j20)V,Z, =(10 - 
j30) Q,Za = (10+j10) QZa =(S- ¡9 A, 
Za =(50 - 310) Q, Za =(S + j5) QZs 
=(10 - 510) QZ» = (20 - j30) QZa 
=(20 +10), 


Fig,5,43 
Ecuatiile sistemului sunt ` 
(Z, + Zs + Zn lei + Zale + Zslea > U| 
a me (Z? + Zet Zale + Zelea =U? 
Zelea + (Za + Zet Za les + Zalca = Un 
Gë + Zglos + (Za "ën? Za ea = "Ya 


Se introduc valorile cunoscute ale tensiunilor și impedanjelor se rezolvă sistemul și 
se obtin soluţiile :], = Jas Aaf: la = ker 24); be les” dë, Ls = alos" 1432 Ls = lei - 
Lou 4+34; Le = Lea + Los = 6+j5; În = «ler = lea = 14435 la = Los + Los = 3434. 

6) Metoda transfigurării. Un grup de impedante legate în triunghi (fig.5.44) poale 
fi transfigurat într-un alt grup de impedanțe complexe legate in stea și invers, dacă după 
transfigurare potentialele bornelor de legătură (A,B,C) rămân neschimbate şi dacă 
curenţii absorbiți prin aceste borne nu se modifică. 


C Zec B 


f ; Fig.5.44 
Pe baza condiției de transfigurare menționată, se pot scrie relațiile de echivalență a 
impedantelor din grupul triunghi cu cele din grupul stea, măsurate între două borne (A-B, 
B-C gi C-A) : 
ZaníZac + Zea) ¿2LuclZan + Zea) ; 
AE Lao l boro 3 eg Zen: 
Zap + Zac + Zea GE EE SS Sa 
Zca(Zan + Zec) _ ALE (5.121) 


Zap + Zac + ZCA 
Se rezolvă sistemul (5.121) în raport cu Zao, Zeo, Zco, Şi se obțin relațiile de calcul 


ale impedantelor echivalente la transfigurarea din triunghi în stea : 
GE ZABZCA___. E ZaAB ZBC : 
5 Zap tao toa Zap +Zpe rien 
Zco = nien (5.122) 


Zan + Zac + Zea 
Rezolvând sistemul (5.121) în raport cu Zap, Zac, Zeca: se obțin relațiile de calcul 
ale impedantelor echivalente la transfigurarea din stea in triunghi 


Zao Zp Z Zao A 
Zap e ZAo + Zo sE De Zac = Leo + Zoo + SAS 
£C0 = AO 
f e S Zn de 
Zea = Lao + cot een (5.123) 
2 AO 
í i H Y ao X Bo > Yio Kee 
san, folosind admitanţele : Y ap = AA Sch i Was $ Amic ` 
j Yao + Yno t Y co Yao + Y mo + Xco 
ES Y ro Le (5.124) 


Y t Yno + te 


AO 


e 129 = 


Metoda transfigurării se foloseşte in rezolvarea circuitelor de c.a., dacă prin 
Peng gurarea triunghi-atea, san stea-triunghi se obține o reducere a numărului de bucle gi 
noduri slectrios, în scopul reducerii volumului de calcule. 


TR Ri Aplicație. SA se rezolve 


K AL circuitul din fig.5.45, în care: 
U,=75V, U, = 75/2V și defazată 
în sens trigonometric față de U; cu 
135% U, = 150V gi defazată in sens 
trigonometric față de U; cu 90”. 
Pulsafia tensiunilor este o=10%”, 
iar elementele de circuit au valorile : 
R, =50, Lı = 25mH, L,=10mH,C; 


= 40uF, C3=100yF. 
Soluţia | : 
- Rezultă valorile tensiunilor 
Ee E (fig5.46.2): U, =U, = TINE 
Fig 5.45 U,=75 (-1) V;U; = j150 V; 
- Se transfigurează triunghiul ABD în stea (fig.5.46.b) gi se obține : R'¿= 109, X= 


100, Xc= 100 


Impedanfele circuitului echivalent 
(fig.5.46.c) sunt :Z, = RIR = R = LSC 


Set AS 
ZL Xj, Za =-)—7 t Au = MO 
¡e 


- Se calculează tensiunea dintre nodun, 
U, Y Y + Us Y) +U RE 
Y, SA +Y 


similar cu (3.35): Up = 


] 
în care Y; = — (1=1,2,3) Se obține: Uo=)75V 


=- 130 = 


- Rezultă curenții absorbiți de la sursele de t.e.m. : EE 
i 


UU - 
Ip =54V2A; ien MER = 55; lu =5A; lei =D Yo =-5; 10, =5A. 
e EX 


Verificare : Iri + hui + lo: 0 
- Se determină curenţii din laturile triunghiului ABD: 


p SCH 
Ir¡Ri-LiajoL; — TEEN = U, — U, Remi I2 555; la = SA, 
1 
SA ) 
1,JOL, + Ig2Ra — SE = U, — Uy. Rezultă : lu =S5+j5, Jar? dia 
1 


SE = 
IR - 1,,j0; Li = Ur - Uz. Rezultă : Lea = lez = SA 
2 


Soluția 2 : 
- Cu U,, Us, Us şi curenții de contur Lazo, Iano» Lazo se formează sistemul : 


: Se , , PA 
R, + joL, - j—- |] > SE O 7 8 
( 1 t JOLi LGE" soli Iapo) Le Iano) = Ur - Ya; 
A E S 
(n, +joL, be llas + joL¡(-I120)+ R2 amo) = Uz = Uy 
1 


Á x SS 1 

R, +joL, - j— |I + Ra(-l - EEN = solu- 
( 2 t JOL? ¡Jhon al Iapo) Le) lipo) 0, care are solu 
= - j5. Rezultă curenții din laturile circuitului: Iri = Laso 


file : Leo = 5 - j5; fe = 5; Laso 
= j$; lo, 


= 5 - į5; ba = Tapo - lago = j5; lei = -lano = -5; Ina = Iano = Lamo = 5 +55, Da = Ju 
= -Lizo -lymp = SA, adică aceleaşi valori. 

- Altă soluție (Metoda teoremelor lui Kirchhoff) nu se recomandà necesitind un 
volum relativ mare de calcul manual. . 


A tensiune echivalent Un circwt 


ep 0 ramificat complex este 
| Eye, Una z echivalent cu un generator de 
BO Lem, care dabitează curent 


electric de conduoție | în una 


din ramurile cirowtultu 
E. considocatá 


Fig 47 cu impedanfa 2 
receptor uric. Circuitul ramificat complex we inlocuiegto cu generatocul de tensiune 
echivalent, din care se extrage latura prin care ge determină curentul (fig, 5.47) 


= 131 = 


În circuitul echivalent, Uaso este Lem. a generatorului echivalent, egală cu tensiunea 
la bomele A-B când acesta funcționează in gol, iar Zapo este impedanța interioară a sursei 
de tensiune echivalentă, calculată în aceeași condiție ` ramura A-Zano - B deschisă. Rezultă 
(teorema lui Thevenin): 

1 = Eao (5.125) 
- Z+Zaro 
Metoda generatorul de tensiune echivalent se utilizează in cazul când se cere sá se 
calculeze curentul dinti-o singură latură a unui circuit ramificat 
Aplicaţie, Să se afle curentul | din 
circuitul reprezentat în fig. 5.48, în care 
U,=U,=50V,U¿=(60 + j45)V, De (30 
+ povU = (220 + j45)V, 
Bt Luft), ert Läd 
Za = Q -j6)9, Z > (46-339 
Ze (2 + 4), Z= (1,9 + 8,282 
Se deschide ramura A-B şi se 
calculează curenți (K deschis): 


U 
hu = ==—=(6+ RA; 
haz Z (6+ j8) 


GE 24 
E 2 == 2 =SA 
Z+L Za + Ze 
Rezultă t.e.m. echivalentă şi impedanta echivalentă la bornele A-B : 
Ups U-EZI=U- 12525 — 114Za + ae Ze = 150v 
Z Z 
IA PE Es 014138), 
Z¿+Z5 Zi+Za Zi+£Ls 
Se închide ramura A-B şi se calculează curentul I (K închis) : 
a 2 2 2(3- „I=10A 
o Z+ ZaBo paa 
8) Metoda generatorului de curent echivalent. Un circuit ramificat este echivalent cu 


un generator de curent, care debitează curentul electric de conducție în una din laturile 
árcuituluí, considerată receptor. Folosind .aceastá metodă, circuitul ramificat complex se 
inlocuieste cu generatorul de curent echivalent din care se extrage latura la care se 
j ină iunea. În circuitul echivalent din fig. 3.47 se poate sene Usa > Z l, iar cu 
_Yamo  __Zano (5.126) 


(5,125) rezultă succesiv: Up =Z1=2 
F Z+ Zano 


Z ano 
Z 


La 


A A Z 


Ou sdmitaneleY => şi Y apo F tii în obţine tensiunea (teorema lui Norton) : 
& & ABO 
z= -= == e e $ ) 
UAB E Y + Bes KE EE ( 
Y ano 


unde Le = Y AsoUano este curentul de scurtcircuit care trece prin bornele A-B (fig. 5.47) când 


Z se scurtcircuiteazá (Z =0). 
Aplicaţie. Sá se afle valoarea curentului 14 


din circuitul reprezentat în fig549 cu relația 
d (5.127), in care : U; = U; = 32V, Uz = (45 -j35)V, 

SI? (DU27, =- 40, Z = 50,2 =6 + DO, Ze 4-00, Z 
=120. 


Se deschide latura A-B a circuitului şi se 
2 obține . impedanța generatorului echivalent 


Fig 5.49 
Rezultă admitantele SE Va. 
Zap? Za 


H 


Se scurcircuiteazá impedanta Z.(Zu = 0) şi se obține curentul de scurtcircuit : 


U U Z 
E e = | == => ; 
d Z,Ž, l Za Eë 


Das 


EA 
Zonë 
Rezultă tensiunea Uas și curentul L : 
I U 
Up =y ~ = 201 - )), 1 AR 
^B Y, +Y apo ES Za 
9) Metoda tensiunii între două noduri. În cazul unui circuit cu două nodun şi L latun, 
rezultă, similar cu (3.35) și (3,36) : 
Leg, - Yo), n= Lëck 
(Däi d (5.128) 
Up = ala, nä y 
Ze 


Aplicaţie 1. Sá se verifice valoarea curenților din circuitul reprezentat în 6g.5.4la 


prin metoda tensiunii între noduri 
Tensiunea între noduri (5.128) este : 


e 133), = 


Curenţii se calculează cu relațiile: 
U, -U , U, -U i 0- U : 
== =0+j94, h ER SUADA bss =(6+ A. 
Z 3 


Ultima fractie se scrie cu minus în faţă deorece în fig.5.41.a, L are sens schimbat față 


de sensurile Let, 


Aplicația 2. Să se afle curenți din laturile 
de circuitului reprezentat în fig.5.51 în care U, = 
U, = 100V, U, = (46 - j28)V, Us = (47 + 
j21)V, Us = (50 - j25)V, Z, = (10 -20)9, Zo = 
(6 -j8)Q, Z = (3 +j90 Za > G -390, Z = 


ESSO. 
Tensiunea între noduri (5.128) este 


III 
DZ Le La 
Curenfii se calculează cu relațiile 
-U o U,-U i 2 —U 
L + rn dA le +2 it 2 A; => Dep 
Zi Z: Za 
U 0-Uo 
=-10, L= 10A 


Oe 
pañal => LOSA L= S 
A SÉ 


5.2.4 Circuite cuplate magnetic 


Se consideră două bobine cuplate magnetic (fig,5. 52), coeficientul de cuplaj fiind K 


<1. Tensiunile u; şi u care alimentează circuitele sunt 


0O<K= 
LA 


(5.129) 


Uu = Rui a, Y = R212 + éi 
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unde, fluxurile totale din bobine au 
expresiile cunoscute; 

A = Lii; + Miz; 

A, = Latz + Mi, (5.130) 
Introducánd (5.130) în (5.129) 


Fig.5.51 ge obține u; E MeT, 

, dt dt 
ta = Raiz +a SE + MA ; (5.131) 

sau in complex 
U, = Rh + joL,1, + joMl,; U, = R31; + jøL, l, + JOMI, (5.132) 

unde joM = Z se numeşte impedanta complexă de cuplaj magnetic. Fazonii tensiune U 

şi curent | au diagrama (fig.5.52) in concordanță cu relațiile (5.132). 
Inductivitatea mutuală M 
poate fi pozitivă sau negativă. 

| În circuit, bomele de intrare 
ale bobinelor sunt notate prn 
steluță sau alte semne, ceea ce 
permite să se constate cu uşurinţă 
semnul inductivității mutuale, în 
funcţie de sensurile curenților 
(deci ale fluxunlor), 
Fig. 5.52 pentru circuite sere (fig 5.53.a) 


sau paralel (fig.5.53.b). Pentru rezolvarea circuitelor cu cuplaj magnetic se poate folosi 
metoda teoremelor lui Kirchhoff sau metoda curenților de contur. 


Ma 0 Riu 
la lo PE [i 
jar] 
Le * va + 
Li L2 L3 13 
BEE $ 
eebe 
$ ¿ | 


Fig. 3.53 | 


a 135 - 


Puterea complexă primită de elementele de circuit R,L,M,C, pasive ale circuitului cu 


cuplaj magnetic este S= J UI” =P + JQ, (5.133) 
unde P este puterea activă disipată de rezistoarele R, iar Q-puterea reactivă primită de 
elementele reactive L,M,C. 


Aplicație. Sá se calculeze curenți 1,, 1z, Is 
şi tensiunile U, U, pe bobinele unui 
autotransformator (fig.5.55) în care : 

U; = U = 100V (tensiunea de alimentare), oL,= = 
200, oL = 309, eh = 150, pn 30 (rezistenţa 
bobinei1),r,=4M(reastenfa bobinei 2), r3 = 509 
(rezistența de sarcină). 
Fig.5.54 Se foloseşte fie metoda teoremelor hu 
KirchhofE h - L - L = 0; l(t +joL,)+joMl, + 1,(r, +joL2)*joMI,=U; 
L(r, + Xa 2)+0M, pl =0, fie metoda curenților de contur . 
laln + JoL, +r + joLa + 2j0M)- Lcaz(r2 + JoM)= U; 
e + joL, + allen +5 + joL,)=0 


Rezultă : 1, = lei = 0,72 - j1,3; 1, = 1,484; h = lc, = 1,08 -j0,1; h = 1,094; L=Ic;- 
Lo, = -0,36 -j1,2; Iz = 1,25A. Tensiunile sunt: U, = 1,1, +JoL, 1, +JoMI, = 46+ jS; 

U, = 46,5V; U, = 1,1, + joL; l, + joMI, = 54 - 35; U¿= 54,5V. 

Bilanțul puterilor : S = U 1*, =100(0,72 + j1,3) = 72 + j130; P = 72W; Q=13VAr, 


S= JP? +Q? =148VA. 


5.2.5 Transferul maxim de putere în circuite monofazate 


Se consideră un generator de tensiune cu Lem. Uy și impedanfá Z} = R + jX} care 
debitează curentul I în impedanţa de sarcină Z = R + jX. Impedanfa conductoarelor de 
alimentare se neglijează, sau se consideră incluse in impedanja intenoară a sumei Z}. Se va 
calcula valoarea impedantei de sarcină Z pentru care puterea activă transferată receptorului 
cate maximă. Puterea activă a receptorului este 
H (5.134) 


Pe RI? = R—— + 
(R+R,) +(X+X,) 


d 


= 136 - 


al cărui maxim se obține prin anularea derivatelor parțiale 


O (5.135) 
Se obțin condițiile R=R i X=-X, ` (5.136) 
echivalente cu expresia: Z= Ze" (5.135) 


numită gi condiția de adaptarea sarcinii la generator pentru a obține transferul maxim de 
putere activă. 


Cu condiția (5.137) rezultă : 
- curentul din receptor : 


Y, U, 
(E ==; (5.128) 
ES LRR 
- tensiunea la bornele receptorului: 
U ` 
ZI Zi ue (5.139) 
DL SR 
- puterea maximă transmisă la receptor : 
UA Uz 
E ata (5.140) 
| (R+R,) +(X+x,) 
- radamentul electnc al reţelei: 
2 
ES RI =OS: (8.145) 
DS RÍE 


Condiţia (5.137) se foloseşte în telecomunicații, unde se unnăreşte un transfer maxim 
de putere de la penerator la receptor. În electroenergetică insă se urmăreşte un randament 
electric maxim, adică U să tindă spre Us și P să tindă spre infinit (R,>0) Generatorul de 


putere infinită este în acest caz capabil să mențină tensiunea U constantă 


5,2.6 Rezonanta in circuitele electrice 


Rezonanța electrică apare in circuitele cu emelente reactive (inducuve si 


kb 


capacitati ve), când defezajul q dintre tensiunea aplicată şi curentul absorbit este nul 


Xe i 
= arctg —— = () ES 142) 
ENR 


E 


e 137 = 


unde X, = 0 este reactanta echivalentă a circuitului serie sau ramificat, iar R, - rezistenţa sa 
echivalentă. Rezonanta electiică se poate obține fie prin variaţia parametrilor R,L.M.C. fie 
prin variația pulsației œ. Pulsaţia fa care se produce rezonanța se numește pulsațic de 


"1) Rezonanta în circuite serie. Într-un circuit serie 


cu rezistența R, inductivitatea L și capacitatea C 
(fig. 5.55), condiția de rezonanță este 


AN (5.143) 


NC 
Rezultă : 
- pulsafia de rezonanță: 
US ] 
== (5.144) 
AE 
Ue - curentul din circuit (maxim) : 
0 - e (5.145) 
UaR=U LERNER 
Fig.5.56 - cáderile de tensiune pe elementele de circuit fig.5.56. 
oa, i 
Ur =RI=U; De aie) DUE Uh u = (8.146) 
R OC oC OoRC 
- tensiunea pe elementele de circuit L,C: 
uf pa 
RE IL Eres = 0 5.147) 
x L CARO a.C) > (5.147) 
- impedanța caracteristică ` ` | 
DOS ] (TL. 
EE 5.148) 
0 I ] 0 Oac Ve G 148) 
- factorul de supratensiune (numit gi factor de amortizare) 
U U R R R R 
a AAA AAA Î— D e (â 149) 


O oc 
Deci, cu cât rezistența R a circuitului este mai nucă, vu atat tensiunile U, și Us sunt 


mai mari. Din acest motiv, rezonanţa în circuitele serie se mai numește şi rezonanța 
tensiunilor, 


Dacă intr-un circuit serie, cu parametni R, 
rezonanță) pi de la me la infinit, atunci. mănmile 


L,C constant se vanază pulsapa o. de la 


Zero la op (pulsatia de 
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1 
OL cai 
U 
ls =; p= atg SS 
SC 
U, =alLl= a d 
SC 
1 U 
He ls Ss? 
Ral- 
(5.150) 
Po OIL 
A La 5 151 
Q KE RIC E 


Pentru diferite valori ale factorului 
de calitate, curbele de rezonanță ale 
curentului din circuit, în fumctie de 
pulsafie au alura din fig.5.58. Încir- 
cuitele oscilante obişnuite, de exemplu 
în radiotehnică, factorul: de calitate poate 
2 avea valori de ordinul sutelor. În 
loa instalațiile industriale creşterile nepre- 

„cod . văzute de tensiune pentru Kai, 

SES pot determina unele accidente şi 

deteriorări ale aparatelor de măsură şi 

0 control conectate pe porfiunile de circuit 


j cu tensiuni mănte 
Fig 5.58 2) Rezonanfe în circuite ramificate. Într-un 
croit paralel cu rezistența R, inductivitatea L şi capacitatea C (6g.5,60.a), condiția de 
rezonanță este (5.142): 


p= arg XE = arctg E = 0 (5.152) 
e 


= 139 = 
1 a deo rd 
Q i de 1 I s 
| € k L 
Fig. 5.59 | 


în care ` o. şi E sunt conductanta, susceptanta echivalente, ale 
o 
circuitului din fig.5.59.a, de unde rezultă pulsafia de rezonanță (condiția de rezonanță); 
2 H 
LCet o9= 5.153 
o L oe "ES (5.153) 
adică aceeași condiție ca şi în cazul circuitelor serie. 
Cu condiția (5.153) rezultă curenţii din elementele de circuit şi curentul minim 
absorbit de la sursă (fig. 5.59.b): 


U U U U : Ç 
Ka 


(5.154) 


Dacă elementele de circuit R, L,C 
sunt constante fi se variază pulsatia 
o, atunci mărimile: 


2 
Gg A +( ac) 
2 kel, 


R y 
= veel | ac) 
= == QC Í: 
i oL ) 
i 


U 
le =UaC; lp=—, (5.155) 
oL 
reprezentate grafic in (fig.5.60) se 
numesc curbe de rezonanță În 
punctul P, curentul absorbit de la sumă 
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1 
aL - — 
U 
l= Er p= arctg SC 
Sr 
vd ALU =; 
Se 
1 U 
Jee CS 
R afal- 
(5.150) 
=== E Es 5.151 
Q KGR RIC É : 


Pentru diferite valori ale factorului 
de calitate, curbele de rezonanță ale 
curentului din circuit, în funcție de 
> pulsafie au alura din fig.5.58. in cir - 

Fig 5.57 ; cuitele oscilante obişnuite, de exemplu 
in radiotehnică, factorul de calitste poate 
2 avea valori de ordinul sutelor. În 
Kg pe instalațiile industriale creşterile nepre- 
văzute de tensiune pentu K> Ai. 
ez pot determina unele accidente çi 
deteriorări ale aparatelor de măsură şi 
D - control conectate pe porțiunile de circuit 
cu tensiuni mărite 
Fig 5.58 2) Rezonante în circuite ramificate. Într-un 
circuit paralel cu rezistența R, inductivitatea L gi capacitatea C (fig. 5.60.a), condiția de 
rezonanţă este (5,142): 


Xe 
R 


q = arctg 


e 
E 


= 139 = 


le d 


Fig.5.59 
în care ` o. şi B,=-aC sunt conductanța, susceptanța echivalente, ale 
o 
circuitalui din fig.5.59.a, de unde rezultă pulsafia de rezonanță (condiția de rezonanță): 
] 
o*LC=1 gas 5.153 
L oe JEC (5.153) 
adică aceeagi condiție ca şi în cazul circuitelor serie. 
Cu condiția (5.153) rezultă curenții din elementele de circuit şi curentul minim 
absorbit de la sursă (fig. 5.59.b): 
U U 


U € 
Sh gados =UaC, = Ie => IL = le = UE on unae 


Y 
dz 
aC 


(5.154) 


Dacă elementele de circuit R,L,C 
sunt constante şi se vanază pulsația 
©, atunci mărimile: 


] 
Ie = UOC; En (5.155) 
ol 


reprezentate grafic in (fig.5.60) se 
numesc curbe de rezonanță În 
Fig 5.60 a punctul P, curentul absorbit de la sursă 
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5.3.3 Circuitele trifazate cu receptoare echilibrate, alimentate la tensiuni simetrice 


(Kig.5.68). 


Receptoarele trifazate pot fi legate în stea (g.5.67) cau în triunghi 
(fg.5.67), 


La receptorul echilibrat legat în stea, dacă se cunosc impedanjele 
defazajele şi tensiunile de fază : 
Z = 2052352 0502503520 
| | S (5.172) 
U =Uo=U; Uz =U% = a Ur, U, = Uso = Us 


rezultă curenții de fază, egali cu curenții de linie ` 


l = Sie - Ipe 91 ==2 = ale %*; 
= = (5.173) 
l, =S% =al, = alee P 


Din fig.5.67 se constată că tensiunile de linie, numite și tensiuni compuse au valorile 
efective : 
(5.174) 
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Rețelele trifazate industriale au tensiunile de fază de 127V sau 220V gi tensiunile de 


380 220 _ 
de 220V sau 380V, deci: rezul ximativ ` — === 
SS ms 20 127 


“La receptorul echilibrat legat în triunghi, dacă se cunosc impedantțele, defazajele și 


tensiunile de fază: 
Z =Zn = Zn = Z Pun === 
U, =Up =U, = Ur; Us =Uy=a U,; Uy =Uy, =aU, 
rezultă curenții de fază : 
U si U 
Ep DA la == Le”, 
= (5.176) 
rider i cet stă 


şi curenții de linie (fig 5.68). lı, 12 si b. Curenfii de linie au valorile efective cu 4/3 ori mai 
mari decât cele de fază | 
1, = Y3L;. (5.177) 


i În circuitele trifazate simetrice cu receptoare echilibrate legate în stea, puterea 
complexă este, succesiv : ; 


S=U,l + Us Ll + Ual3;S= Uli + ate +aa')=3U,li; 


Fig 5.68 
$=3U, 1,0% = VU, le =P + jQ (5.178) 
mde: P= /3U,1, cosg; Q = /3U,1, sing; S = /3U,!, * [P+ Q? (5.179) 
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Aceleași rezultate se obțin gi în cazul receptorului legat în triunghi: 
S= Usa la + Val + Usi -- 3Uglge =P+j0Q. (5.180) 


5.3.4 Circuitele trifazate cu toare dezechilibrate alimentate la tensiuni simetrice. 
Aplicaţii. 


i S Receptoarele trifazate dezechilibrate au 
1 A £L € Uno impedantele pe faze inegale, iar determinarea 


Uso curenților absorbiți de la surse se poate aborda 
2 practic, cu orice metodă de rezolvare a 
las circuitelor. În funcție de configuraţia circuitului 
trifazat, se poate utiliza, de exemplu, metoda 
tensiunii între noduri, pentru receptoare legate 
în stea (fig.5.69), sau metoda transfigurării, 
e H pentru receptoarele legate în triunghi. (fig.5.70). 
Fig 5.69 
În fig, 5.69 curenții de linie (egali cu cei de fază) au valorile: 
he ER = (Uno - Delt = Y2(U a); L = Y3(Uzo Dal: 
lo = 20 =YoUo (5.181) 


20 


‘unde Y reprezintă admitanfele ramurilor circuitului, 
iar Uo - tensiunea între nodurile circuitului, numită și 
tensiunea de deplasare a nulului. 

Se constată că : 1,+ la + h = lo, deci, din (5.181) 
rezultă ` 
We - Lo) + Ya Uno AN: Uu ` Lo) = Yoto, 
UY, + Uro Y) + Uxo Y 
san: Uu = 11021 - PEF MU RA =3 

è Yit Ya + Y3 + Yo 

cu ajutorul căreia se calculează tensiunile pe fazele 
receptorului 


W= -lh Uc Un-ti Uelech 6.183) 


(S.182) 
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apoi curenții din (5.181). Valoarea tensiunii Uo 
| depinde de valoarea impedanfei conductorului de 
nul Zo fi anume: pentru Zo = 0, rezultă Yo = co și 
Uo= 0, pentru Zo + 0, rezultă Yoz 0 fi Uoz0 
(fig.5.71) | 
Dacă circuitul nu are conductor de nul, rezultă 
Zo-= œ fi Yo + 0, pentru Us + 0, caz la care se 


Crit $ prin gurarea circuitulw din 
fig.5.70,în scopul determinării curenților de linie 
l, l» I, (după care, cu ajutorul teoremelor lui 

2 Kirchhoff se calculează curenții de fază l;2, Lo, 


! / la). Puterea complexă în circuite trifazate 
Wao Uso za Va dezechilibrate este : 
Fig.5.71 S = Del + Uzoli + U3013 = P + jQ.(5.184) 


Aplicația 1. Se admite o întrerupere a 
conductorului 1 (fig.5.72), în care receptorul 
trifazat are aceleaşi impedante pe faze, iar 
sistemul de tensiuni este simetric. În acest caz, 

Usorezultá Z, = ce, Z> = Z3 = Z, deci: 


0 E Y y 
Zi A LS z 
Tensiunea de deplasare a nului (5.182) 


Zerf 
Fig 5.72 (5.185) - 
Tensiunile pe fazele receptorului sunt (fig.5.73) : 
| ' ' Du Un Uio ` Uz 
| Uso = Eloge Uzo = = UnU +=*=- 
2 2 2 2 
3U 


Tensiunea Un dintre conductor și punctul © este Uu = Uio = Uo == 
Aplicația 2.Se admite un scurtcircuit al fazei 1 
(Z = 0) în circuitul din fig.5.74, în care Zi, 
iar sistemul de tensiuni este simetric 


] ee OA 
Rezultă : PA, Y =Y,=3=Y 
Tensiunile de deplasare a nulului (3.187) este 

Uio + Uzo + + Uso e 
U „tite stai tert (5.186) 
e > Sich 
+ = + 
AS 


Fig 5.73 
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Tensiunile pe fazele receptorului sunt (g.5.75): U'io= 0; 


i Up = Uy De = Un; j 
Yio e 
Uso =U% - Ujo = Us, 
} Se constată că în cazul întreruperii unei 


faze (aplicația 1) tensiunea pe celelalte faze 
scade, iar în cazul apariției unui scurtcircuit 
O (aplicaţia 2) tensiunile pe celelalte faze cresc de 
J3 ori. În ambele cazuri se produc 
„ derenjamente sau deteriorări ale instalaţiei 
electrice. 
0 : Aplicația 3. Se consideră indicatorul de 
succesiune a fazelor unei rețele trifazate, 
consti tinind din rezistenfele R şi reactanta X =R 
Să se determine raportul tensiunilor efective U'¡o/ 
Uz (fig.5.76.8). Se admite că reactanța X este 
capacitivă, deci admitanfele fazelor sunt : 
| -1 1 
UR 


EE (3.187) 


= Us(-0,41 — j0,47) 


Uf(1,41 + j0,47), 


Rezultă: Ujo = Ujo - Uo = 
-Up = Ușa? +0,41 + j0,47) = Us(-0,09 - 10,04), 


Uzo = Uz — Uo 
care su modulele; , 
Up = 149Ug; Uz0 = 0,4Uf (fig.5.76.b). 
Raportul lor este ; 
Dio 37222443 (5.188) 


U20 


e 149 = 


Fig5.76 


adică, pentru o succesiune normală a fazelor, lampa electrică de pe faza întâi este mai 
luminoasă decât lampa electrică de pe faza a doua. 
Aplicația 4. Sá se stabilească 


Za Uioetapele de calcul pentu a afla 
curenții din circuitul trifazat 
dezechilibrat reprezentat în fig.5.77, 
o în care se cunosc tensiunile 
simetrice de line ale generatorului, 
impedanțele conductoarelor de 
alimentare Z. şi impedanțele 
receptoarelor Z şi Z". 

Stelele din 0' şi 0" au impedantele 
inegale pe faze, deci potențialele 
punctelor 0' şi 0" sunt diferite şi 
impedantele Ze Z” nu pot fi com- 
puse în paralel. 

Pentru a afla curenții din circuit se Ia A tite ambele 


stele în tiunghiui ` Zus =Z} +Z, + £182 2,2) 
Z3 
ul DI "n ZETA 
Zip =Z) + Z3 +2 etc., care la rândul lor se compun 
£3 
zuza 
Fig 5.78 în unul singur (fig.5.78) Zu = 
Za réi: 
DEE 
Aceast triunghi se transfi gureazá în stea (fig.5.79) Z) = —— eto 
S)? + Zon + Z3) 


Se ia ca fazor de referință tensiunea de fază: 


Ka 2, 
Uso = Ur = Dé fi deci Uzo = Uf; Uso =aUf 
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Tensiunea de deplasare a nulului din circuitul echivalent 


l ran ZA 2 
(fig.5.79) este. Ug=Uf 148 EEN 
9 | d Xa + Y; | 
unde; Y, == VTR: BITI 
Zei + Zi Zei + Z2 Zen? Z3 
Fig 5.79 Rezultă curenții de linie debitafi de generator ` 
Uio = Uo Uz - Uo Uz- Uo 
1, = 20-22, 1, == 22) ly = 5522. 
Za + Zi Za + Za Za + Z3 
É T 
În funcție de tensiunile de linie ale generatorului U = = ful ti 


Un =8?Up și Uy gll se deduc tensiunile U din fig 5.78 : 
Us + Ze212 — U'12-Z0111 =0 de unde ` Uz: Zea ln -Zal și analog: 
U'23 = Uz3 + Zeal - Beil, Dasz Usi + Zeil — Ze3l3: 
Se revine la circuitul iniţial reprezentat în fig.5.77 gi din sistemele de ecuații date de 
teoremele lui Kirchhoff 
1, +1, +1 =0 


Zi -Zol,= Ur (5.189) 
ZI - Z313 = Uz3 
fi: SE 
li +1) +13=0 
Zil - Za = Ur (5.190) 


Zn la - 2313 = Uz3 
rezultă curenţii din fazele receptoarelor. 


5.3.5 Circuite trifazate alimentate la tensiuni nesimetnce 


Rezolvarea acestor circuite necesită, mai întâi, scnerea în complex a tensiunilor 
nesimetrice de linie, iar apoi, dacă receptorul este legat în triunghi, curenți se obțin direct, 
din legea lui Ohm. 

Dacă receptorul este legat în stea, curenții se obțin, De direct, din teoremele lui 
Kirchhoff (5.189), fie calculând mai întâi tensiunile pe fazele stelei şi apoi curenții, cu legea 
lui Ohm. 

Tensiunile pe fazele stelei (fig, 5.B0.a) se calculează cu relafule 


da Të a 


Nato: Uy Y3 
Uro= Y + Y) + Ya 
Ur Y3 - Un Y: 
z LA in 5.191) 
Va Yi + Y + Y3 À 
=- MAL Um do 
Géi Y + Y) + Y3 


iu curenții din fazele circuitului 


Up U H t t 
UP =Y 1U% = Ya[Uio - Un)’ h = 020 = YU = Ya(Uio + Us) a 


Za 
mumă este nulă, deci: Ke +Y>(Ujo- D DES: ez Us») Osau 
Vie Us Y?-U3Y3 jar prin permutări circulare ale indicilor se obțin şi U'zo şi Uz: 
KG Xa + X2 + Y 
Aplicaţie. În circuitul din fig.5.80.a, se cunosc tensiunile Ur, = Uz = 100V, 
U,¡=89,44V şi impedanţele Z, = 100, Z = 50, Za = 6(9+j2)82. Se cer curenții şi puterile 
P,Q,8 din circuit. 
Soluţia 1. 
Se alege ca fază de referinţă tensiunea Unz = Un = 100V. Din fig.5.80.b, rezultă: 
CRA = _ Ul + U3 -U31 ue pino; = 0,8 şi deci, tensiunile complexe : 
2U12U23 
Uz3 = 100(-0,6 - DIN, U23 = (-60 - BON. 
Din ndaja Un + Uz3 + Uy, = = 0 ve obține Uy, = = : (40 + j80)V. 
Tensiunile pe fazele receptorului (5. 191) au valorile : 
p = ESA a Hatz (10 + j40)V i ae PĂI VIZĂ = (-30+ MOV : 
Y + Xa + X3 ( ui ) 2 Yi + Ya + Xa Se P" 

... Uy Y Us Ya unde: O ae ct al: 
Biz H E ITEE me = (30 + j120)V Y AO Y 2 E 
y U 1 

3 


e 152 = 


Uu Ge 
Se obțin curenții din fazele receptorului: il 1, = 8,06A; 
- l, =10A; I a 30 =1+ ¡2% Ip = 2244. 
BE 8-36 la 13 A J2 13 


EEN hti +13 =0. 
Se calculează puterile receptorului P= RI? + Ba =10: 8,06? + 54. 2242 =920W, 
Q= Xal? + X31 = -5-102 +12: 2,24? =-440VAr; S= yP? + Q2 =1020VA. 


Soluţia 2.Se transfigureazá steaua (fig.5.80) în 
triunghi (fig. 5.81): 


Z1Z) Z2 Z3 
Lan = Zi + 2» + Dal Z, + 4 
Zuné Zi. L723 > 2 t 43 Z, 


Cu tensiunile complexe din soluția 1 se calculează 


2 E ly . 
curenții din fazele tringhiului GE 3 5 
Zu Zo 


SE 
Fig 5.81 [3 = 7 r apoi se deduc curenții de linie D= ha hbe 
l = 153-112; IÉI = 134 — 123. Puterea complexă se poate calcula cu relația: 
s s $ , 
S= Ulz + Ua3l23 + Usi =P+]Q. 

Soluţia 3. 

Cu tensiunile complexe din soluția 1, se formează sistemul de ecuații date de 
teoremele lui Kirchhoff I + +h St Zil -Zz l> = U}2; Zal> -Z313 = Das din 
care rezultă curenţii de linie. 

Soluția 4. 

Cu tensiunile complexe din, soluţia 1 se calculează curenții de contur lc, şi lez 
(fig,5.80.2): lci(Zı Sale 10222 = -U12: leiZa + lor (Zo + Z3)= Uz3 

Se obțin soluţiile: Lc, = 7+j4; Icz = 1+j2. Rezultă curenți: 


= le; lb =-lci le: 13 = 10. 


5,3,6 Metoda componentelor simetrice 


Sistemele trifazate nesimetrico de tensiuni sau curenți se pot descompune în trei 
sisteme trifazate simetrice, numite: sistem direct (de succesiune directă), sistem invers (de 
succesiune inversă) şi sistem homopolar (trei mărimi sinusoidale, în fază şi cu amplitudini 
egale) şi reprezentate în fig.5.82.a. Ín fig.5.82.b se prezintă un montaj pentru măsurarea 


= 153 - 


tensiunilor homopolare (Vr), directă (Va) gi inversă (VJ, precum şi curentul homopolar 
(Ay) 
Dacă cele trei sisteme simetrice sunt cunoscute (fig.5.82), atunci se poate determina 
sistemul nesimetnc ` 
U, = Uy sh Ua ay U;; Uz = Un + a“ Uy +aU;; Uy = Us + aUa + a? U; (5.192) 


E 


DE 
Fig 5.82 
Relaţii similare se pot scrie gi pentru curenți şi impedante 
1, 21 +l +l; h =1p +8? 14 tal; la = lp tala +07, (5.193) 


Zi = Zi + Za + Zi: Za = Zn +a?Zg +aZj; Z3=Zp+aZg +a°Z; (8.194) 
Dacă se cunosc componentele sistemului nesimetric, rezultă componentele simetrice, 
rezolvând sistemul (5.192) în raport cu Un, Us U;: 
; ] 1 
Un =x(U, + Up + Us); Ua =3(U +aU, +a? Us); U =.(U + tal) (5.195) 
Relaţii similare se pot ecrie şi pentru curenții și impedante 


] 1 R 
SC + Ip +13);14 = a (hu tah te); |, = gll rah tahk 


În > 
CHE (7 say +07); 2 AR ANATA 
d | La = (Zar Za + Zo)iZa szat £n tă a): A > A 4 ta“ Za tala], (5.196) 
(7 
4 | h (raport de asimetrie) sunt, simultan, mai 


L 


y U 
Dacă raportul al (raportul de disimetrie) gi $ : 
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mici de 5%, sistemului se consideră, practic, simetric, în caz Contrar, gistemul este 


nesimetric. Gaz 
Puterea aparentá complexă într-un sistem nesimetnc 


Se U 1 + Ul + Dass Pr (5.197) 
S= Ya] T 222 E PAT d le 
poate fi scrisă în funcție de componentele simetrice ale tensiunilor de fază (5.192) D 
componentele simetrice ale curenților conjugafi (cu ata? a; giele, 1+8"+870): 
Gabes = ln + alu + al; (5.198) 
introducând componentele ($. 192) şi (5.198) în expresia puterii (5.197), se obține: 


S=3Uplh gaz bs bah > (5.199) 
Puterea activă P gi reactivă Q sunt : 

P= ZU cosQy + 3Ug Ig cospa + 3U¡1¡ cosq;, (5.200) 

Q=3UnIp sinh + 3UgI¿sinog + 3Ujl; sino; (5.201) 


unde @ „Pa şi sunt dezavantajele impedanţelor de calcul ('homopolará directă” și 
“invezsă"), în funcție de impedantele inegale ale receptorului (5. 196). 
Se admite circuitul din fig.5.83.a, la care se scriu teoremele lui Kirchhoff : 
1, +1, += lo = 314, U1= Zili + Zo3lh 
U, = Zola + Zeit U3 = Zal3 + Zo3lh 
În ultimele trei ecuaţii se introduc (5.192), (5.193) și (5.194). Rezultă : 
U = (3Zo SP Zi Jin +Z;la + Zali 
Ua = Zalha + Zala + Zili; Ui = Zila + Zala +Zhli 
Dacă Z, = Z, = Za = Z, relațiile (5.196) devin : Za = Z, Za = Z = 0, iar din (5.202) 
U U. 
Z+ 3Zo Z Z 
Pentru rezolvarea circuitelor electrice dezechilibrate, cu receptoare legate în stea, 
alimentate la tensiuni nesimetrice, folosind metoda componentelor simetnce, se parcurg 
următoarele etape: se determină componentele simetrice ale sistemului de tensiuni cu relația 
(5.195) şi ale impedantelor de calcul (3.196), se deduc valorile componentelor simetrice ale 
curenților din sistemul (5.202), se calculează curenții reali din fazele receptorului folosind 
(5.193), apoi se calculează puterile cu relațiile (5.197) şi (5.199), una din acestea 
reprezentând relația de verificare. 


(5.202) 


LA 
FA 


03) 


Aplicația |. Să se 
rezolve rezolve circuitul 


l Li 


din fig 5 83 a, la care se 


cunosc tensiunile de linie 


— Uu ke 128V, Un 
=206,2V, tensiunile de 
fază U, = 260 VU 


=179 Y, Uy» 123 V, 
Fig. 5.83 impedanfele receptorului, 
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Z, =(30+ MOR, Z, = (50 - j40)0, Za =(6- j20X2 și impedanta conductorului de nul, 
Zo = 100. 
Pentru a rezolva circuitul se deduc mai întâi expresiile complexe ale tensiunii de fază, 
luându-se ca fazor de referință tensiunea U; (fig.583b) Rezultă 
_ Ui +U} -Uh 20895, cosp= U? + U2 - U?, 
2U,U, 2U,U, 
sin = 0,845 şi deci, tensiunile complexe de fază ` 
U, = U, = 260V ; U, = 179(0,895 - j0,447) = (160 - j80) V; 
U, = 1230,537 + 10,845) = (66 + j104) V ; 
Soluţia 1. (metoda componentelor simetrice): 
- Se afiă componentele simetrice ale tensiunilor de fază : 


cosa = 0,537, xna =0,447, 


U, = TU, + Uz + U3)= (162 + j8)V; Us SD zk +8°U,) =(102,1 + 22.9V. 
DE SI + a2U, +2U,)=(-4,1- DU. 
- Se determină impedantele de calcul : 


1 1 
Za = ¿(21 + Za + Z3)= (28,67 - 16:50)0, Za => (2, +92, +0*Z,) -(643+ 1392 


02) 
ER SÉ + 0223 +8Z,)=(51+ j10,66)0. 
- Se afiă componentele simetrice ale curenților din sistemul (5.202) gi rezolvând 

e sistemul se obțin valorile componentelor simetrice ale curenților: |, = 0,334; 
(pi La = (2,49 — j0,27)A; L; = (0,18 — 33,73) A; 
E e - Se calculează curenţii reali : 
we l =1, +l4+1; =3+ 4,1, =SA 

de 1, =1, +8*1, +al, =1, =2A 
Ti lz = 1, +8l¿ +a?l, =-4+ j4; l, =4/2A 
Es lo =l =l; la +1,=1,=1A 
se 
j“ - Se calculează puterile s=qu r +U + UI = 1420- ¡1880 p 1420W: 
US Q=1880VAr, 8 = 2360VA. 

dë 
CH e Se verifică (5.200) pi (5.201): Pr: comp, + UL, cos, UL cos] = 120W, 
V, H 
Se 
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Q=XUly sine, + Ugly sing + Ul, sino) BN unde: 4, = = aratg Se 6 198 ); 


10,66 
= ae 7990, Ge 
Soluția 2 ok teoremelor lui AIRAA d 
- Se formează sistemul (ig.5.83.8): 1, +1, +13 = lo = 0, Zili -Zolo = Ui; 
Za la +Zolo = U2; Zala + Zolo = U3, în care se introduc valorile cunoscute și din 
care se obțin aceleași rezultate ca și la soluţia 1. Apoi :: 
S= Uli + Hat + Dal =1420- j1880. 
Aplicația 2. Receptorul din fig.5.83.a, are impedanfa pe fiecare fază Z = 04020 şi 
impedanta conductorului de nul Zo = 1082. Sistemul de tensiuni este nesimetnic:U= =280V, 
U, = 227V, U; = 76,3V, U2 = 475V, U2=330V, Uy, = 212V. 
Să se afle curenții [,, L Is, Io prin metoda componentelor simetrice . 
Se alege U, faza de referință şi parcurgând aceleaşi etape de calcul ca în aplicația 1 
se obțin tensiunile de fază complexe: U,= U; = 280V; U e 170-j150)V; U, =(70+j30)V 
| cu componentele simetrice U,=(60-140)V; Ua = (144, 66-49, 33)V; U, =(75,33+589,33)V. 
Se calculează componentele simetrice ale curenților cu (5.203): 
U U; 
= = az 2+31,73, 1, = = 
l, = ASA =14; le Z >2+j Z 
Cu (5.193) se obțin curenții: I, =3+j4A; I, =SA; L =-SA; h =54; h =], h LA: lo 
=3= 1 +L+L=3A 
Aplicația 3. Sá se rezolve prin metoda componentelor simetrice circuitul din 
fig.5.84.a, la care se cunosc Uu = 30V41V, Un = 210V, Uy, =30V34V, U, = 210V, 
U, = 6045V, Uz = 30/13V,R= 5082, X, = 400, X. = 300, Ro = 200 
Alegánd ca fazor de referință tensiunea U, (fig. 5.84.b), rezultă 


= 0,52 + j227. 


2,1212 2402-12 
AVI 0,447. cosf = UY + Us HU 0553 sina =0.894. 
2U,U, 20,1 
sinh = 0,83, 
U, =U, =210V 


U, = U, (cosa ~ jsina)= (60 = j120) V 
U, = Us(cosf = jsinf)= (60 + ¡90) V 


- Se determină componentele simetrice ale tensiunilor 
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U, SEO + Us +Us)=(110-¡L0)V 
Va SCH +aU) + a? U))=(50+3543 + DI 


U, SC +a2U, + ai) (50 - 3543 + ¡5)V 


Ca verificare: U; = Uy + U4 + US Se determină impedantele de calcul: 
1 : 
H =3(2 + Za Sg 3 6+ A 
Za = SÉ +aZ, +a A 


Z= = (Za EZ +8Z,)=200+743 - 0 

unde: Z, = R = 500, Z, =¡X, 400, Za =¡Xc = -j300. 

Ca verificare : Z, = Zi + Za + Z =50%. 

- Se rezolvă sistemul (5.202) 

D U, =(3Ro + Zile +Z la +Zal 
Uy = Zal +Zala +2 1, 
D: +Zala +20) 

pise obțin componentele simetrice ale 
curenților: h = 1A, la = (1+43)A, 
1 =(1-4/3)A 


- Se calculează curenții 
lh =1, + la +1, =3A 
L = lp + ala tal; =-3A 
D= ala ral, =j3A ` 
lo = 31, = 1, +l, +1, =3A 
Se determină puterile $ = Up Ip Dal + UI!) = 1260VA: deci P = 1260W, 
Q=0,8= 1260VA 


5, 4 CIRCUITE DE CURENT_ALTERNATIV 
ÎN REGIM DEFORMANT 


Márimile electrice alternative pot avea gi forme de variație nesinusoidale, cauzate, fie 
de neliniaritatea elementelor de circuit (transformatoare cu miezuri saturate, dizpozitive 
redresoare etc.), fie chiar pi generatoarele rotative, care nu produc tensiuni de 
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formă perfect sinusoidalá (conductoarele sunt atașate discontinuu în crestăturile indusului, 
inducția magnetică este repartizată neuniform în interfier etc.). Regimul periodic de 
funcționare a circuitelor electrice cu tensiuni sau curenți nesinusoidali se numeşte regim 
deformant. Regimul deformant este cauza unor efecte dorite în electrocomunicații, dar 
nedorite în electroenergetică (apariția unor cupluri parazite la maşinile electrice, cregterea 
pierderilor în rețelele electrice, scăderea factorului de putere cosp, apanția rezonantei de 
tensiune pe anumite armonici superioare-cu frecvențe superioare-și străpungerea cablurilor, 
creşterea erorilor de indicare la aparatele electrice de măsurat etc.), 


5.4.1 Mărimile electrice nesinusoidale 


Pe baza teoremei superpoziției tensiunea nesinusoidală poate fi descompusă într-o 
serie Fourier de forma: 


N 
u(t) = Uy + E V2U, sin(kat + yx) (5.204) 
k=1 
unde U este componenta continuă a tensiunii, care nu produce curent electric în circuit 


(L,=0) în cazrul circuitelor cu condensatoare, iar N este numărul de armonice, stabilit, 
practic, la 1,2,3. . ., pe baza neglijáni armonicelor nesemnificative, de ordin superior lu N. 


u, = V2U, sin(kot +y1), (5.205) 
produce cáte un curent sinusoidal 
i, =V21, sin(kot+Y,= 04), (5.206) 


iar y, este faza inițială a tensiunii pentru armonica de ordin k. iar qx este defazajul curentului 
pentru armonica de ordin k. 
Similar cu (5.204) se poate scrie curentul din circuit : 
it) = l+ J ik (5.207) 
unde 1, este calculat cu (5.206). 
Impedanta circuitului pentru armonica de ordin k (circuite R-L-C, sene) este 


2 
1 
Ze db A (kot - == (5 208) 
S koC SE 
cu defazajul ` 
kol- 
Pk = aiig E, (5.209) 
Valoarea efectivă a tensiunii nesinusoidale este prin definiție 

17 2 1 2 

U= z" dt = JU + SU: (5.210) 
0 


fi ín mod similar pentru curent: 


O Y 
= [Era paza (5.211) 
0 
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unde T = AN perioada mărimilor u şi i. 
© 


Puterea activă P a unui circuit alimentat la tensiunea deformantă u gi curentul la 
bome i (cu p=ul) este 


T N 
= Lf pdt = Uolo + ZU eg, (2.212) 
T 0 k=1 ) 
La aceleași circuit puterea reactivă Q și puterea aparentă $ sunt definite de expresiile 


N 
Q= Url sino . (2.213) 
k=1 
s= U= (U? + DUE) + 21) 
Ín regimul deformat márimea 
D= ys2 - P? - Q? (5.215) 


se numeşte putere deformantá şi se măsoară în VAd (volt-amper-deformant) mărime 
introdusá de C. Budeanu (1886-1959). 


Dacă în (5.220) se instroduc expresiile (5.212) şi (5.213) şi (5.214), se obține forma 
dezvoltată a puteni deformante : 


(2.214) 


N N > 
= 2 12 272 
p= E Y UL + Uta —2UUpl rg, SCHU (5.216) 
m=0n=0 
unde Q., şi P sunt defazajele între Um ei Im respectiv, între Un și In 
Factorul de putere în regim deformant este definit de relația 


= — = == £ cosp ($217) 
S PS $ Q? + DÊ 3 

Caracterizarea formei mărimile deformante se face cu 

- coeficientul de distorsiune 


72 
Ze Ki (5.218) 


cu valoarea 0 < K¿ < 0,05 in regim sinusiodal gi K4 >0,05 in regim deformant. 
<oeficientul (factorul) de várf 


2 max | 
E | 


(5.219) 
cu valoarea K, = 2 în regim sinusoidal și K, < V2 în regim deformant; 
- coeficient (factorul) de formă 


(8.220) 
med 


, lar tọ este momentul in care i treco pnn zero cu valon 
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crescătoare. În regim sinusoidal Kn 1,11; iar în regim deformant, K;<1,11 
Rezonanta în regim deformant, pentru O armonică de ordin k, are loc dacă este 
îndeplinită condiția 
Kei cen Bi GIE l (5.221) 
koC 


KILO" 


5.4.2 Rezolvarea circuitelor electrice monofazate, liniare, aflate in regim deformant 


Cunoscând tensiunile nesinusoidale descompuse in serii Founer, cu ajutorul 
teoremelor lui Kirchhoff (sau a altor metode) se calculează curentul de aceeaşi frecvență cu 
armonica de tensiune. Pe baza principiului superpoziției se calculează curenți din circuit, ca 
sume ale componentelor armonice ale curenților respectivi : 


N 

¡=1, + SI, sin(kot + 7, — Px) (5.222 
k=1 

unde k este nul dacă circuitul (latura) conține condensatoare. 

După calculul curenților se efectuează bilanțul puterilor cu (5.212). . . (5.21 5) 

Dacă tensiunile sunt cunoscute numai în forma grafică (la osciloscop, de exemplu), 
atmci aceste tensiuni se aproximează la forme particulare, apropiate de forma reală și se 
descompun în serii Fourier, cunoscute (6g.5.85) : 

- De exemplu, pentru forma de variația trapez (£g.5.86.a) se poate sene : 

H 


U 
cot 


Fig, 5.85 
4U inka . 
u(t) = Re aka us kat Ce 1.3,5,7 
ra ki 
4U (sina sin 3 $ Y 
sau u(t) = as sinot + GEES sindot + Ek Sa sin Sot+ (5.223) 
no | y? si 


sin ka 


» Dacă în (5,223) se introduce a = 0 (cu 1) se obține sena Founer pentru 


ka 


e 161 ~ 


variația dreptunghi sas SÉ, aan. sau, în forma 
T 


dezvoltată : we LEE EE (5.224) 
n 1 3 5 
- Dacă în (5,223) se introduce a = ` se obține seria Fourier pentru variația triunghi - 


inoecel (fig 585.0): u= E Za ¡k=1,3,5,7,.... sau, în formă dezvoltată : 
T ` 
e ISS EE Aa +.) (5.225) 
EAS 5 
- Pentru forma de variație triunghi dreptunghic (fig.5.85.d) seria Fourier este 
_qyk+1 
e. sin kot; k = 1,2,3,4,.... sau, forma dezvoltată 
ug 
SE ) SR 
Set 2 ys EE 


- Pentru semisinusoidá (undă de redresare monoalternantá) (fig. 5.85.e) seria Fourier 


] snot 2 _ cos2kot 
este: u= U|—+ ==E———; k=1,,3,... S 
GË > 2 Ok? E 23 oa forma dezvoltatá 


E 2cos20t  2cos4ot ) 


2 1-3-x 3.5-n 
- Pentru dublă semisinusiodă (undă de redresare dublă alternanță) (fig.5.85 f) sena 
2 4 cos2kat ,_ 3 
Fourier este u= dż- E OOT k = oo. sau, în forma dezvoltată 
a 2cos20t  2cos4ot 2cos6ot | 


—— TC = Sa > 
Es Beet GE 
Având tensiunile nesinusoidale aplicate circuitului, descompuse în serii Fourier, cu 
ajutorul teoremelor lui Kirchhoff (sau a altor metode) se calculează curentul de aceeaşi 
frecvenţă cu armonica de tensiune, Pe baza principiului superpozitiei se calculează curenții 
din circuit, ca sume ale componentelor armonice ale curenților respectivi: 


N | 
i= lo + Z VŽI, sin(kot + y, = 91), (5.229) 
=l 


unde L, este nul dacă circuitul (latura) conține condensatoare. După calculul curenţi! 
efectuează bilanțul puterilor (5.212)...(5.214), 


or se 
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Aplicafia 1. Sá se rezolve circuitul serie : R = 240, Ku = 40, Xe = 360, alimentat la 


tensiunea : u = BEE sincat + 2442 gint Ant + 300) + 1242 sin(Gcot - 45%). 
- Se calculează impedanţele gi defazajele armonicelor 1 (fundamentala) și 3: 
2 1 2 
Ge =, |R? - KR = 240. 
DARE Jet, = 400, Za = |R BEN rs 


- La armonica 3 se constată rezonanța armonică (3X, = i . Impedanța 
Ee | 
icii AE Rè + (aL) = 302. 
armonicii 6 este ` Ze Së 
A 
Ce ZER 
- Rezultă defazajele: mp: = arct E = 930. pa = ON =0, 
X 
o, - E 
pg = arctg — 6 -36%50'. 
i - Se calculează curentul nesinusoidal din circuit ca sumă a componentelor armonice: 
U U 
E E, A GA, 
1 Z3 Ze c 


Asile + 530), ¡y = 2in(3ot + 30°), ig =0442 si Gat - 81950), i= i} = i3 +16 
ESA viet 53) dall E + 3P) +0,4/2 sin ol -81951) 
- Se determină valone efective ale tensiunii şi curentului 


OER U =B4,5V, 15412 +12 +12 =2,28A 
- Se calculează puterile P=U,l¿cosp, + Uylz cosp, + Ugle cosa = 110W, 
Q= Ul, sno + Usa sinp +Uglg pp ge = 112 Ar, S = Ul= 192 VA, 


D=yS? -P? -Q? =118V Ad 
- Factorul de putere este ` K=2=157 


- Coeficientul de distorsiune este: Ky: 


| i 0,575 
EC 


Aplicația 2. Sá afle prin metoda simbolică curenții şi puterile consumate din circuitul 
din fig.5.86 în care ` 
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R= ORARET ¿La l — = 15, iar tensiunea nesinusoidală 
oC, aC; 
' este u= 12542 sinat + 94/2 sin 30t- W), cu: U, = 125V 
fi Uy =94 V; y; = 0, n =30°. 
- Pentru armonica întâi rezultă 


d H 
SÉ SC E 
3 


U, eo 
In > 15+ = Tiet i 
oC, 
U zi 
- A J= SE = S(1+ 2)= 5/52 430 
in = 421, sin(ot — p,,)= ea) 
in = V217, sin(ot 971) = SIO sinfot +26%30) 
iau = 4/21, sin(ot — 034) = 5/10 sinfot - 26%30) 
- Pentru armonica a treia se obține : 


Za Rut (30, - Sch E =10+ p9 
e R, + IER - ) 
30C,) 
7 GER ==) 
säi ee er Dër Age Up le — 2 =79-jI35, 
e o Ra + (ES q” EU | 
y 


— 190 U x 
Ka = U amo =1,6- Dis 3,14e DN d lss = =AB3 (0.6 + 102) = 0.2 SS 


R, | FA 


=- 164 = 


ly z däint at + Y3 = DE EE + 41%) 
iņ = Va sin(30t + Y3 = P3) = 3,142 sin(30t + 29°). 
ly = GEO sin(30t + Y3 = (933) = 0,45sin(30t - 1980) 


- Pentru ambele armonici: 
+ is =10/5sin(ot - 18°20) + 3072 sin(3cot + 41°) 


ia = in) ia = WTO sin(ot + 26030) + 31447 sin(3cot +29), 
iy = isı + isp = S/lOsinlot - 26030) + 0.445 sin(3ot - 198°) 


U= dÉ + U3 =156V I= 1, + 12 = 18,14, cospa = cos(-18%20') = 0,95, 


singa = -0,314, cos (pes = 005710 = 0,325, sing. = 0,945, 
P Uu 008 ., +Us ly 0064 ¿y = 1975W, Or Uu MPa + Ul sino. = -350VAr, 


S = Ul = 2500 VA, D=ys? - P? — Q? =1490VAd. 


>= 


5.5 CUADRIPOLI ELECTRICI 


Cuadripolul este un circuit electric fără 
cuplaje magnetice cu exteriorul, care are 
patru bome de acces (fig.5.87) Cuadnpolii 
Cuadripol pot fi: diport (cu două porfi, una de intrare 
> 1-1" şi una de ieşire 2-2'), linian (conținând 


numai elemente liniare), neliman ( conțin 


l lo 


Fig 5.87 cel puțin un element nelimar), activi (conpn 
surse de Lem). pasivi (nu conțin surse de Lem), simetrici (prin inversarea celor două 
„perechi de bome 1-1' şi 2-2' nu se modifică curenții din circuitul la care este conectat 
cuadripolul), nesimetrici (la care nu este indeplinitá condiția menționată) etc 


5.5.1 Ecuațiile si schemele echivalente ale cuadripolilor diport, liman şi pasivi 


Márimile de intrare U, şi 1, pot fi scrise în funcție de mănmile de ieşire U: şi lz 
U, = AU, + Bl,; 1, > CU, + Dl, (5.230) 
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unde: A și D (mărimi complexe fără dimensiuni), B (impedanța complexă) și C (admitanta 
complexă) pe numesc parametrii fundamentali ai cuadripolului. Pentru determinarea practică 
a parametrilor A, B, C fi D se aplică cuadripolului două regimuri de funcționare : 

- un regim de mers în gol (se deschid bomele 2-2', deci 1, = 0) și se determină din 
ecuațiile fundamentale (5.230) parametrii A și C : 


EE SEI (5.231) 
U, 12 =0 U, 


13=0 
- un regim de scurtcircuit (se scurtcircuiteazá bormele 2-2' deci U, = 0) gi se 
determină din ecuațiile fundamentale parametrii B gi D: 
a-(2) şi SE (5.232) 
L U2 l Has = 


=0 


Relaţiile (5.231) gi (5.232) se mai pot scrie 


As EI. p= Yue. c= ho. D= Luc (5.233) 
U, la U, l3 


: un Die Și Io sunt tensiunea şi curentul de la intrare pentru încercarea de mers în gol, iar Ue 
S fi hsc - tensiunea şi curentul de la intrare pentru încercarea de mers în scurtcircuit. 
Înlocuind (5.233) în (5.230) se obţine 
U, =Uio + Use fi În = lo + Luc (5.234) 

adică, mănmile de intrare ale cuadnpolului (tensiunea 
Ui fi curentul 1,) pot fi obținute prin însumarea 
algebrică a valorilor aceloraşi mărimi din cele două 
regimuri extreme: mersul în gol și scurtcircuit Din 
(5.233) se obțin și impedantele de intrare la mersul în 
gol şi scurtcircuit 


b Zi Z h 


Dacă între parametrii  fundamentali ai 
cuadripolului există relația 

AD-BC=1 (5.236) 
numită şi teorema reciprocitáfii, cuadripolul se numeste 
reciproc, putându-se demonstra că toți cuadnpolii linian e 


pasivi sunt reciproci, 


Rezultă că pentru caracterizarea completă a unui 
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cuadripol reciproc sunt necesari trei parametri 

2 fundamentali, al patrulea fiind determinat din 
condiția de reciprocitate. Schema echivalentă a 
„acestui cuadripol este deci concepută doar cu trei 
` denen de circuit : schema în T (£g.5.88) sau 


Fig 5.90 schema în 1 (fig.5.89). 


Pe baza definiției cuadripolilor simetrici, aceştea pot fi alimentați pe la bornele de 
ieșire (fig 5.90), iar ecuaţiile fundamentale devin : 


U; = AU, - Bl; -l2 = CU, - Dl (5.237) 
sau. rezolvând sistemul în raport cu U; el: 

U, = DU, +BL; h = CUz + Al: (5.238) 
adică, un cuadripol reciproc este şi simetric dacă parametni lui fundamentali A şi D sunt 
egali între ei : 

A=D (5.239) 


Rezultă că pentru caracterizarea completă a unui cuadripol simetric sunt necesari doi 
parametri fundamentali, ceilalți doi fiind determinaţi din condițiile de reciprocitate şi 
simetrie. Schema echivalentă a cuadripolulu simetric este deci concepută doar cu două 
elemente de circuit: schema în T (fig.5.91) sau schema în m (fig.5.92). 

Ecuațiile fundamentale ale cuadripolilor reprezentați prin schemele echivalente se 
determină astfel: 

- Pentru schema echivalentă in T a cuadripolului reciproc (fig. 5.88) se pot sene 
relațiile ` 
1, = 1, +(U) + Zal2)Yo; Dis Zi, + Zalan +U, (5.240) 


san, introducând pe |, în expresia lui. U, şi ordonând termenii se obfn ecuațiile 
fundamentale : 


Lea: + e y a (5.241) 


Se compară (5,241) cu (5.230) şi rezultă 
Azi+ZiYo;B= Zi +Z, +ZiZaYo: C= Yo; D=1+Z2Y0 (5.242) 


- _A-1 D-i 
sau: Yo=C, ~n A Sen x 
Zen £ C : £2 D (5.243) 
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Deag ` Fig 5.92 


introducând (5.243) în expresia lui B din (5.242) se regăseşte condiția de 
reciprocitate (5.236). 


_ Pentru schema echivalentă în T a cuadripolului simetric (6g 5.91) se obțin ecuațiile 


fondamentale din (5.241) în care Zu Za =Z: 


U = (+ Ee +(22+Z*Yo)lo; Dn = Yo Us vz ZYo) 6249 
deci : A=D=1+Z Yo; B=2Z+Z Yo, C = Yo (5.245) 


(2.246) 


JO 
IQ 


- Pentru schema echivalentă în n a cuadripolului reciproc (fig.5.89) se pot scrie 
relațiile 
U; = Zo (h + UY) +U; lı = Y, U, Us (5.247) 
sau, introducând pe U, în expresia lui 1, fi ordonând termenii se obțin ecuațiile 
fundamentale ` ` 
U, =(1+ fat + Zola 
| SE + Y, + Y, Y2Zo)U2 + (1+Z0Y 01, 
Se compară (5.248) cu (5.230) şi rezultă 
As Lët Bo; C= Y ++ Wu a D> lt Zei 6.249) 


(5.248) 


Pe, (5.250) 
B B 


introducând (5,250) în “expresia lui C din (5.249) se regăseşte condiha de 
reciprocitate (5,236). 


- Pentru schema echivalentă în m a cuadripolului simetno (fig 5.92) se obțin ecuapalo 
dundamentale din (5,248) în care Y, =Y =Y 


U, =(1+ Ze, + Zola; 1, = (2Y + Y? ZU, (+ Z CU. 251) 


£0 
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den : 
Ae Dslxäëet:Brëatr YQ+ Y Zo); (5.252) 

SU - 
LR (6.233) 


$.5,2 Impedanja caracteristică gi constanta de propagare a 
cuadripolului diport, liniar și pasiv; 
Dacă impedanta Za “Ur conectată la bomele de ieşire ale cuadripolului este egală 
cu impadanța calculată Z, =U,/1, de la intrarea ciadripolului, atunci expresia 
UU 
Ze == (5.254) 
sia i ada 


se numeşte impedanța caracteristică sau iterativă a cuadripolului. 
Din (5.230) şi (5.254) rezultă, succesiv, pentru cuadripulul reciproc: 


U 

A=2+B 
D, AU, +BI, : - AZ. +B 
=> si Ze Es 37D (5.255) 
L CU, +DI; Cp EL +D 

SE 


= 1 2 

EE +4BC |; (5.256) 
1 

Le WE +4] (5.257) 


Dintre cel“două soluții ale impedanfei caracteristice Z. se va alege aceea care are 


partea reală pozitivă. 
Prin definiție, constanta de propagare y are valoarea 


2 UL (5.258) 


unde, din (5,254) rezultă 


ger EN (5.239) 


şi dec ` 


U, l; . 
CHIESA sa + jb (5.260) 
U: La > 
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Partea realá a constantei de programare (a) se numeşte constantă de atenuare, iar 
partea imaginară (b) se numeşte constantă de fază. 
Dacă ecuațiile cuadripolului reciproc se scriu sub forma 


U, = AU) + Bl; -4,(a+2) lı = CU, + Dl» = 1,(D + CZ.) (5.261) 


=p 


în care se introduc valorile Ze din (5.257) gi apoi se explicitează rapoartele (5.259), rezultă, 


succesiv ` 
Vi a cz. (5.262) 
U, lL Z. 
Y AA e E (ADA (5.263) 
U Lk 2 Da 


iar din (5.260) se obține constanta de propagare ` 


y = SCH. ICH (5.264) 


(De regulă, în aplicații, semnul radicalului este pozitiv). 
Pentru un cuadripol simetric, impedanța caracteristică Z, (5.257) şi constanta de 
propagare y (5.264) au expresiile (cu A = D): 


Z, AN 4 -+f (5.265) 
2C € 
y =Infa+/a? -1)= inf a+ VBC) (5.266) 


Aplicația 1. Să se determine parametrii fundamentali, impedanta caractenstică 
constanta de propagare, la cuadripolul reciproc cu schema echivalentă in T reprezentată in 
fig.5.88, în care Z, =(1+j2J0, Za = 320, Yo =(1- 32)? și la cuadripolul 
reciproc cu schema echivalentă în n (fig.5.89), in care Zo = PO, Y, =(1- mer 
Y, =-20”. 

Cuadripolul T: 

- Se calculează parametrii fundamentali (5.242) : 


Ae 142 Y," 6, Ben 2 +Z Yo (1+14J0 € = Yo =(1-j2) QU; D=t+ZaYo 
= (5452). 


Se verifică condiţia de reciprocitate (3,236) :6 (5 +52) - (ru -12)=1 
- Impedanja caracteristică (5,257) este succesiv 


1 ; - ; 
Z, = pm | j2 + VUL+ 32) |; 
20- Bi Vair 
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Z, = 1 4242048 | = 0,51 2,46(0,275 + j0,96), 


Ze = (1,175 + j2,36K2. 


A doua soluție nu convine, având rezistența negativă (-0,17502) 
- Constanta de propagare (5,264) este : 


y= ln 55+ j+ A(55+ y - |= 2,398 + j0,195; 


eci, constanta de atenuare este: a = 2,398, iar constanta de fază este: b = 0,195 radiani. 
Cuadripolul n : 
- Se calculează parametrii fundamentali (5.249) : 
A= 14 ZoYz> 5; B=Z0 520 C =Y, + Ya+ Yı Ya Zo=(5-j12) 0”, 
D = 1+ Zo Y,= 5+32. 2 
Se verifică condiția de reciprocitate (5.236): 5(5 + j2) - j2(5 -j12) = 1. 
- Impedanfa caracteristică (5.257) este succesiv ` 


SE + Jong, 2): -4), 


(SF a jt (4,895+ j-1,039)] 
169 . 
A doua soluție nu convine, având rezistența negativă. 
- Constanta de propagare (5.264): 


E n[5+ + IER - I|- 2,3 + j0,193, 


ec: a = 2,3 (constanta de atenuare); b = 0,193 radiani (constanta de fază) 
Aplicația 2 Sá se scrie ecuațiile fundamentale ale cuadripolului simetric in functie de 
onstanta de propagare şi impedanta caracteristică. 


„Zo = (0,148 + j0, 355X. 


Ze" 


- Din condițiile de reciprocitate pi simetrie, precum şi din expresiile impedanței 
aracteriatice (5,265) şi constantei de propagare (5.266) rezultă aistemul de ecuații în raport 


¿A BC#D:AD-BC=1, Z? = d el = A+ BE, A=D 


- Soluţiile acestui sistem sunt 


La 
B=Z EL 8 gin (5.267) 
1 > Y 


- Rezultă ecuațiile fundamentale ale cuadripolulu simetric ` 


y 


U, = chy U, as Z¿shy 12 
shy (5.268) 
E SE U, + chyl, 


5.6 CIRCUITE ELECTRICE NELINIARE 
DE CURENT ALTERNATIV 


Unele instalații electrice, precum şi numeroase aparate (generatoare şi convertizoare 
de curent electric, amplificatoare de energie electromagnetică) conțin bobine cu miez 
feromagnetic, condensatoare cu dielectric de permitivitate vanabilă, remistoare cu 
rezistivitate variabilă, diode semiconductoare, tranzistoare,s.a m d.,care au O caractenstică 


curent-tensiune i=ftu), neliniară. Elementele de circuit cu caractensticá neliniară curent - 
tensiune se numesc elemente neliniare (vezi paragraful 3.3.1) 

Rezolvarea circuitelor cu elemente neliniare, alimentate la Lem. o sinusoidale se 
face prin metode care variază de la caz la caz (de la circuit la circuit) Totuşi, metodele de 
rezolvare a acestor circuite pot fi grupate în metode grafice și metode analitice (metode de 
aproximare analitice). 

1). Metoda prafică constă în găsirea formei curentului electric ce străbate circuitul, 
printr-o construcție graficá realizată punct cu punct. De exemplu, cunoscând caractenstica 
rezistor neliniar, alimentat la t.e.m. şinusoidală ult), se poate afla garfic curentul 


i(u) a unui 
(0) realizând construcția grafică din fig.5.93 

În cazul grupurilor serie sau paralel de rezistențe neliniare se folosesc grafie 
caracteristicile echivalente, ca gi în c.c.(fig.3.36 și 3 39) 


L E 
Fig.5.93 
2) Metodele de aproximare analitice folosesc caracteristica i(u) a elementului 
neliniar, dezvoltând-o în serie- Taylor în jurul unei valori u 8 tensiunii de alimentare u(t) care 
poate fi sinusoidală sau nesinusoidală 
up Ôi u-uo BI 


a : u- 
(u) Vu A RP +... 5.269 
O uz (5.269) 


i(u) = Ag + Aalt uo)+ Az(u- uo) +... (5.270) 
Dacă graficul (caracteristica) i(u) a elementului sau circuitului neliniar se poate 
aproxima la o ecuație de forma : 


3 
vc (5.271) 


atunci dezvoltarea ei în serie este 
A CER IRI (5.272) 
2a  8a? 
san, dacă operaţia de aproximare conduce la o ecuație de forma 
i(u) = ae” S 1) (5.273) 
atunci dezvoltarea ei în serie este 
e A Ke, e 
EUREN SE Gesi. 


Metoda se poate aplică şi în cazul când e aproximează variația rezistența neliniare 


ya ED. (5.275) 
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3) Metoda aproximărilor succesive se utilizează când nu se găsește pe caracteristică o 
porțiune liniară care să conțină punctul real de funcționare sau când nu se pot găsi relaţiile 


analitice de genul (5.271), (5.273) etc. 
Se aproximează o valoare D, pentru curentul din rezistența neliniară (fig, 5.94), 


obținându-se Ri = —2, cu care se rezolvă circuitul. Dacă se obține o eroare 


Al'= le z la 100% (5.276) 


mai mare (în modul) decât cea admisă (|. fiind 
curentul obținut din calcul) atunci se alege un alt 


curent 1", (T',<I",<l'J care stabileşte rezistența: 

ON 

Ra CA cu care be rezolvă din nou circuitul, 
n E 

obținându-se curentul Il, deci o eroare Al'"<AI' 

Procedeul se repetă până când Al are valoarea 


admisă. 
Z Această metodă utilizează valorile efective ale 
O. Un Un U mărimilor electrice şi se recomandă în cazul 

Fig 5.94 circuitelor cu unul,două sau mai multe elemente 


neliniare distribuite în circuite de c.a. ramificate sau neramificate. 

4) Metoda generatorului de tensiune echivalent se utilizează în cazul când într-un 
circuit cu tre: sau mai multe noduri se găseşte o singură rezistență neliniară a cărei 
caracteristică 1,(U,) se cunoaşte. Din această caracteristică se deduce caracteristica 1, (Ry) 


U 
: folosind relația R, = 22 
dal EE 
Formula Thevenin in formá complexá, 
cunoscutá [= ap „în care Z = R, 
Z+Z ao sE 


este rezistența neliniară, iar Uaso Si 
Zao se determină pnn procedee 
cunoscute, poate fi scrisă şi pe module 


Vaso 
Raso 2 RI + Ximo 


Se trasează în acelaşi plan și la 
En f [a] aceeaşi scară, atât  caractenstica 
neliniară a rezistoru (RR), cât şi 

Fig,5.95 curba 1(R,) din (3.277) 


(5.277) 


Le 


Punctul P de intersecţie (De. 3 93) determină valorile reale Ra şi În 
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5) Bobina cu miez feromagnetic. Se știe că miezul feromagnetic, cu permeabilitatea 
nagneticá relative mare, se foloseşte pentru a mări inductivitatea bobínelor. La trecerea unui 
urent alternativ printr-o bobină cu miez feromagnetic se constată că variația inducției 
magneticos a miezului produce variații ale permeabilității magnetice a bobinei, care se 
omportă deci ca un element neliniar, cu inductivitate variabilă. De asemenea, variația 
nducției magnetice (în timp) produce degajare de căldură în miezul feromagnebc, adică 
nergia electromagnetică transformată în acest proces, în unitatea de timp, constituie 
ierdenile prin histerezis. Sub acțiunea câmpului electric indus, în miezul feromagnebc se 
nduc curenți electrici de conducție denumiți curenţi turbionari sau curenți Foucault. Aceştia 
moduc, prin efect Joule, transformări ireversibile de energie electromagnetică prin degajare 
e căldură în miez (pierderi prin curenţi turbionari). 

Pentru a reduce pierderile pnn curenți turbionan, miezul 

d feromagnetic se realizează din tole de oțel electrotehnic izolate 
cu hártie şi lac sau din matenale magnetoelectrice O bobină 

Hm ideală (fără pierderi) nu consumă energie activă, în curent 
alternativ, deci în diagrama fazorială, tensiunea la bomele 

bobinei este defazatá cu 90” înaintea curentului care străbate 

bobina. O bobină reală (cu pierderi) consumă energie activă, în 


d F 
dë B curent alternativ, deci unghiul de defazaj q între tensiune şi 
m curent este mai mic decât 90°. Complementul 
Fig.5.96 acestui unghi în plan complex se numeşte unghi de pierderi al 


'obinei Öre = 90° - q (fig.5.96). 
; Se consideră o bobină având rezistența infăşurării neglijabilă. Tensiunea la bomeie ei 
e determină cu relafia (in modul) 


(5.278) 


unde N este numárul de spire ale infăşurăni. În regim 
sinusoidal în complex (5.278) se scrie 


U = joNo (5.279) 
Din relațiile : 
¢ = | Ed5; Ni = { Hd], (5.280) 
s l 
în care S reprezintă secțiunea miezului. iar | lungimea 
circuitului magnetic, rezultă că perechile de fazon (0,8) ei 
(Hp) sunt sinfazice 
Din diagrama fazorială (Kig.5.96) se deduce 
B=B,, sinot; H =H p sin(ot +8p,) (5.281) 
au, în complex 
Ba = Ba: Ha =H 0% (5.282) 
Relațiile (5.281) reprezintă ecuațiile parametrice ale curbei B = RH), care se obtine 
liminând timpul din aceste relațiile 
H A B HB 5 Asa 
poner gr =p a e Coso sn ò $ 283 
SC SA Fe Fe (2.402) 
ne- a MoBo 
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adică, o elipsă reprezentată în fig. 5.97. 

Pierdenle prin histerezis, pierderile prin curenţii turbionari și pierderile în fier, care 
iau naştere în timpul funcționării bobinei se pot calcula, după cum urmează : 

-Pierderile pnn_histerezis sunt proporționale cu frecvența, cu volumul miezului 
feromagnetic gi cu ana ciclului de histerezis 

Pa = £VSy;: (5.284) 

> Pierderile prin curenţi turbionari sunt proporționale cu: pătratul frecvenței f, 

conductivitatea totală o, pătratul grosimii tolei d și cu volumul de material V 


2 
P, = ESA (5.285) 


Pentru micşorarea pierderilor prin curenți turbionari, se folosesc grosimi mici ale 
tolelor, cu d=0,25 . .. 0,35 mm. ? 

- Pierderile în fier pentru un kilogram de material magnetic, se determină cu relația 
aproximativă : 


RE 
Pre = Del —2 — 5.286) 
Fe SE 50 ( ) 
în care n=5,69-108 P15.; Pro, Ps - pierderile în fier într-un kilogram de material feromagnetic 
Pio 


la o inducție magnetică maximă de iT respectiv de 1,5T şi la o frecvență de 50 Hz, Ba - 
inducția manetică maximă din tolă măsurată in Gauss G; f - frecvența inducției magnetice 
` sinusoidale. Dacă inducția Ba se măsoară în [T] (1T=10%G), relația (5.286) devine 


Pre E së (5.287) 
relație empirică, verificabilă în practică prin diferite metode(de exemplu cu aparatul Epstein) 
Componentele pierdenlor în fier: P, (5.286) şi P, (5 285), insumate, constituite 
pierderile totale în fier 
Pre = Ph +P, (5.288) 
6) Condensatorul cu pierden. Condensatorului cu pierderi 
consitituie cu un circuit neliniar, aflat în regim penodic La un 
condensator fără pierderi (ideal) energia actvă consumată în curent 
alternativ este nulă, deoarece curentul din condensator este defazat 
cu 90% înaintea tensiunii aplicate la bome. Condensatorul cu 
pierderi (real) are un defazaj între tensiune gi curent mai mic decât 
90°, iar complementul până la 90% reprezintă unghiul de pierden (8) 
al, condensatorului (fig.98) 
Fig 5,98 Pierderile în condensator se datoresc atât imperfecțiunii 


dielectricului, cât şi a proceselor de polarizare ciclică a dielectricului 


Curentul printr-un condensator cu pierderi este 


- Y 
iz re (5.289) 
kau, în regim sinusoidal, in complex 
I=j0U 


OO 2001" 
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Câmpul electric E gi inducția electrică D, care acționează în dielectricului 
condensatorului cu pierderi (şi cu histerezis) se exprimă în valori momentane : 


E= E, Sinot; D=D,, sin(ot - 5) (5.291) 
san ín complex : l 
E ge (5.292) 


fi au diagrama fazorială prezentată în fig.5.99. 


Fig.5.99 
Eliminánd timpul t, din (5.291), rezultă : 
2 2 
a ED cos6 = sin? ô (5.293) 


ÅD ` TT 


ED  EsDa 
- zidcá, ecuaţia unei elipse (fig.5.100). 
Energia electrică înmagazinată îndielectric este : 
W, = | EdD = 1E „Dm sins, (5.294) 
și reprezintă suprafața elipsei (5.293). 
end e echivalentă în paralel gi diagrama fazorială sunt date în fig.5.101, din care 


l'= I cosô; 1''=1sin8; I'= UC,a; E (5.295) 


Fig 5,101 


] U 
C = = COS Ô, Ri 2—— KI 
“ac ! Tsin e 
Schema echivalentă serie gi diagrama fazorialá sunt date în fig. $.102 din care rezultă 
U = U'+U''; U'=Ucosă;, U''= Usinâ (5.297) 


177% 


Ui Ui DI (5.298) 
` OGS 
l US 
C, = —— ; R, =—sin6 (5.299) 
? oieeeë ? | 


| Ca Ra 
PR 
Ú y y" 
Fig 5.102 
Din cele două scheme echivalente rezultă : 
C,=C, cos? 8; be = (5.300) 
În aplicațiile practice unghiului de pierderi 5 este de ordinul gradelor, deci : 
Cie C2; Ri >>R2 (5.301) 


7) Efectul pelicular. Un cunrent variabil care parcurge un conductor masiv, are 
densitatea de curent mai mică în centrul conductorului decât la periferie (cazul efectului 
pelicular). 

Adâncimea de pătrundere a câmpului electromagnetic (5) reprezintă distanța de la 
suprafața semispațiului pe care ar trebui să fie repartizat uniform curentul total. 

Efectul pelicular poate fi net, slab gi mediu. 

Efectul pelicular net are loc când: 6 << JA, unde A este aria secținunii transversale 
a conductorului. Raportul dintre rezistență în curent altemativ a 
conductorului masiv Ra şi cea în curent continuu a aceluiaşi conductor Ro, şi se notează K, 
şi are expresia (conductorul fiind circular, cu lungimea | şi rezistivitatea p): 

1 


R 2 2 2 
ES) RI sau pentru ô << a, rezultă Ka ==, iar 


Ros 1 2a5 -8° ' 25 
pr 
na 
dacă adâncimea de pătrundere este; ô = i „se obține ` 


K, = E río, (5.302) 


unde: a este raza conductorului masiv;f - frecvența curentului altematv,o-conductivitatea 
dedricá a conductorului, 4 - permeabilitatea magnetică. 

Efectul pelicular slab are loc la frecvențe joase, când & >> JA, iar efectul pelicular 
mediu are loc la frecvenţe medii, când 6 m VĂ 


EE 


8) Adáncimea de pátrundere a cámpului magnetic 
Se consideră o piesă metalică cilindrică în care sunt indugi 
curenții turbionari, datorită câmpului magnetic H, creat de o 
bobină cu N spire, prin care circulă curentul de conductie |, 
psinusoidal (fig.5.103), Curenţii turbionari crează la rândul lor un 
câmp magnetic H;, care în axul solenoidului este nul și are sens 
invers față de Hı. Din cauza efectului pelicular curenții 
turbionari sunt situați numai pe o adâncime ô de la suprafața 
piesei. Se poate deci considera că in partea centrală a piesei, atât 
câmpul rezultant, cât și curenții turbionari sunt nuli, 
Admitánd că permeabilitatea magnetică relativă a piese! y, este 
constantă şi intensitatea câmpului magnetic Hz variază liniar, 
Fig.5.103 având valoarea maximă H,, din legea fluxului magnetic rezultă 
fiuxul din piesă : 


Béla nl em (5.303) 


unde s-a considerat că inducția magenticá B, din piesă este paralelă cu câmpul H, şi cu 
vectorul elementului de suprafață dS. Câmpul H, variind liniar s-a considerat o valoare 


SA. 
Kr wi 
e? 

e 


medie GH 
Fluxul ọ variază sinusoidal, cu pulsafia œ, deci produce in piesă o t.e.m. sinusoidalá 
U, =04 E (5.304) 
acoperită de căderea de tensiune 
Jr 
R 1 ED, =0 4 D 
EP 2 o (5.305) 


unde L este curentul indus în stratul cu curenți turbionari, pe adâncimea ô, care se determină 
din legea circuitului magnetic (aplicată pe un contur C cupnnzând numai stratul cu 12) 
fH,dl=/H,d =H,h=1, (5.306) 
e E 
întrucât în spațiul dintre bobină şi piesă câmpul este considerat uniform şi egal cu H. iar în 
interiorul piesei câmpul rezultant este nul. 
: S 277 H 
Se introduce (5.303) în (5.305), Be = ou 2nrô şi se fine seama de 5.306, 


` Zomi 2 
dech EE (5.307) 
po Hih po 
Ínlocuind y = Hat, = Ant: 10, și o = 2nf, rezultă adâncimea de pătrundere [m] 
6 = 503, LP 5.308 
re (S.308) 


unde p este rezistivitatea piesei [Qm], py - permeabilitatea magnetică relativă a piesei [>], 
iar f- frecvența tensiunii de alimentare a bobinei inductoare [Hz] 

= Din (5,308) rezultă că la frecvenţe joase curenții turbionan pot circula în (aproape) 
intreaga masă a piesei, ceea ce permite încălzirea acesteia in volum (în adâncime), iar la 


AS 


frecven ii turbionari ci A ite încălzirea 
ridicate curenții turbionari circulă numai spre suprafață, ceea ce permute in 

îi ial. Se constată deci că pe măsură ce creşte frecventa de lucru, adâncimea Ce 
pătrundere scade gi invers. 


5.7 LINII ELECTRICE LUNGI 


LINU BEE I em 


Liniile electrice lungi sunt utilizate în transportul de energie electrică sau în 
telecomunicații gi sunt formate din fire conductoare paralele a căror rezistența, inductivitate 
fi capacitate electrică sunt aproape uniform repartizate pe fiecare porțiune a liniei. În studiul 
acestor circuite, denumite circuite cu parametrii repartizați, trebuie să se țină seama de faptul 
că există un câmp magnetic și un câmp electric repartizate în tot lungul circuitului şi că 
transformarea de energie electromagnetică în căldură se face, de asemenea, în tot lungul 
Grcuitului. La aceste linii, curentul alternativ dintr-un conductor filiform variază în lungul 

liniei, deoarece o parte din sarcinile transportate încarcă suprafața conductoarelor o dată cu 

variația tensiunii alternative dintre aceste conductoare fi deoarece o parte din curentul 

electric din conductoare trece prin izolantul imperfect dintre ele. 


5.7.1 Ecuațiile liniilor omogene 


Se admite cazul unei linii bifilare formată din două conductoare paralele (dig.5.104), 
în care : 

r - este rezistența electrică a conductoarelor pe unitatea de lungime a Liniei; 

L’ - inductivitatea proprie a liniei pe unitatea de lungime; 

C’ - capacitatea dintre cele două conductoare pe unitatea de lungime; 

g - conductanfa izolafiei dintre cele două conductoare pe unitatea de lungime 

Liniile cu parametrii distribuiți r’, L’, C’, g’ de valoare constantă, în tot lungul liniei 
se numesc linii omogene. 

Fie u tensiunea electrică dintre cele două conductoare şi i intensitatea curentului in 
momentul t la distanța x de la sfârşitul liniei (de la bornele receptorului). 

Tensiunea u’ la distanța x + dx este egală cu tensiunea la ditanfa x plus cădenle de 
tensiune rezistive i-inductive ale celor două conductoare de lungime dx ale liniei 
(consecință a legii inducției electromagnetice): 


ri aa (5.309) 
DSZ ôt ; 


i „Intensitatea curentului 17 care intră în secțiunea x + dx a liniei este egală cu suma 
intensității curentu'ui care iese prin vecfiunea x, a intensității curentului care trece prin 
dielectricul dintre conductoare şi a intensității curentului care încarcă suprafața de lungime 
dx a conductoarelor (consecință a legii de conservare a sarcinii electrice) 
m to A i 
=i + dx =i + gauri 


(5.310 
Ox (5.310) 


- 180 - 


dx x 


Fig 5.104 
În relaţia 5.310 se va lua vn Žaru u, deoarece u >> 2 şi (6) =0. 
Rezultă ecuațiile liniilor omogene cu parametrii constanți (în timp) 


5.311 
SS 6.311) 


A EE Aceste ecuații cu derivate parțiale permit determinarea 
tensiunii şi a curentului ca funcții de distanța x şi timpul t dacă se dau condițiile inițiale 


(50) şi la limită (la x=0). 
5.7.2 Rezolvarea ecuaţiilor telegrafigtilor 


Utilizând metoda operațională transformatele Laplace ale tensiunii şi curentului sunt 
funcțiile de x ` 


41= fia De Td = 16.3) 
o 


4(u]= | u(x tje "dt = U(s,x) (5.312) 
Pe baza ALA fundamentale ale metodei operaționale, în ipoteza unor condiții 
inițiale de zero u(0,x) =0, i(0,x) = 0, se deduc ecuațiile diferențiale corespunzătoare 
ecuafíilor cu derivate parțiale (5.311): 
gU 
SE E 
ôx 
(5.313) 
ôl(s,x) 


12 - (g+50)U(5x) 


= 181 - 
Defininind exponentul de propagare (operațional) 
y? = (r'+sL')(g'+sC'), (5.314) 
prin eliminarea transformatei curentului din sistemul (5.313) se obține ecuația diferențială a 
imaginii tensiunii 
RU(sx) , 
i EST U(s,x) = 0 (5.315) 


Soluția generală a acestei ecuații diferențiale omogene cu coeficienți constant are 


forma : 
U(s,x)= Ke "re" (5.316) 


unde K; şi K; sunt constante arbitrare. 
Definind impedanta caracteristică (operațională): 
EE 
Zo= >, 317 
y Biel E 
din (5.316) şi (5.313) se obține imaginea curentului: - 


-X5,x) = (ke - Ke" (5.318) 


Presupunând date condițiile la limită: 
o Matt, 0 
O == 
"Ui = L(ux(b] = Us : (5.320) 
165,0) = 410] = L S 
rezultă valorile constantelorr arbitrare : 


K, =, 4212) 
Se S (3.321) 


AE ; 
K, SE REN 
În cazul general când imaginile (5.316), (5.318) au la exponent o funcție (5.314) 


iraţională de e. găsirea funcţiilor original u și i este foarte dificilă, 
Din acest motiv se consideră un caz idealizat, cazul particular important al une: linii 


fără pierderi, pentru care se obține : rege ($.322) 
li, 
şi Ze FA: (5 323) 
c C 
Las (5.324) 


Dacă este îndeplinită condiţia lui Heaviside: =g 


se zice că linia este fără distormuni,adică este fără defazaje intre mănmile de intrare şi de 
ieşire, În acest caz, constanta de propagare (5.314) devine: ` 
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(EES) (CZ A G7 =i 
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Cu valorile numerice din enunţ se obțin: 
ge HEH 1020) me kn, s= 102; a= 3,33 mm; 
35.10% 


d 
pa y 15 4.107:61=2,44:10H/m=24mrH1/ lem, oL'= 0,760 km. 
e 31305 
1 
RTS Y -9 
ana 239-105 10% 45.10% = F/ m=4,5:10° uF / km; 0a0=141:10%S/ hen 
15 36:61 | 
333-102 


Constanta de propagare are valoarea : 
Y = + j0,76)51,41-10% =10* 1,41 =12- 105 =1,2-1074e%” = 
=12-103e%/4 =12- 10| cost 4 wei = 0,85-10"3(1+ îm] 


ñiy1=0,170+),1=0a+jB,0=P= 0,85-10 km“, iar impedanța caracteristică ` 


za ae -1P J053- 07 104081” = 9320 255" = (834 - 415) 
Cu chyl = ch(a + II = chal cos! + jshalsinf 
i al -al 
shyl = sh(a + jp)! =shalcosfl + jchalsinfl şi chal = = à 


shal -o se obține chal = 1,014; shal = 0,17; cosfl = 0,985; sinf! = 0,17: chy! = 
0,998 + j0,0289; shyl = 0,167+j0,172 şi 
U, =110-10°(0,998 + j0,0289) = (109,78 + j3,179)10° V 


110-10* 
L SA SE + j0,172) (8,56 + j26,86)A 
Aplicația 2. Printr-o linie de transport monofazată, practic fără pierderi, se 
alimentează un consumator inductiv cu putere/P» factor de putere cosp și tensiunea Uz. 
Cunoscând parametrii lineici L’ gi C’ se cere să se determine mărimile de la începutul liniei 
U,, Ls şi să se reprezinte în planul complex. Aplicație numerică: L’ = 1 mH/km; C*=0,011 
uF amn; 1 = 400 km; f= 50 Hz, Us = 110 kV, P; = 30 MW, cos» = 0,8 
Solufie: Mărimile de la inceputul liniei se exprimă fimofie de cele de la sfârşitul a cu 
relațiile : 
U, = U,chy! + Zolshyl 


l; = Ichy! + Uz bal 
de Lo În 


4 185 - 


Constanta de propagare a liniei are valoarea : 
1=/Z Y =joYL'C'= Gand? Uu. = j1,05:1071/ m 
Alegánd tensiunea U după axa reală U, = Us; curentul 1, va putea fi exprimat în 
complex în forma 1, = Leg: - jain), deoarece consumatorul are caracter inductiv și 
curentul este defazat în urmă față de tensiune. Din P, = U¿l 70082 rezultă : 
30.106 | 
22 = 340A și în complex: 1, = 340(0,8 — jO,6 = 273 — 5205. 
è? = T10-10° -0,8 ai ul Cta ) 
10% 


Ek 
atică a linia Ee = 
impedanța caracteristică a liniei are expresia: Zo E. E io" 
Funcţiile hiperbolice din relațiile lui U, gi I pot fi înlocuite cu funcții trigonometrice, 
deoarece y = ¡$ fi chjBl = cosfl; shjBl = jsinfl gi cu Bl = 1,05-107? - 400= =0,42 rad = 24° se 


obține: 
U, =110-10% cos240 +(273- j205)-300jsin 24°, 
3 
1, = (273 - 5205)c08249 + HEL jsin 240. 


Efectuánd calculele rezultă: U; = (125 + j33,4)10” ND, =130kV;I,= (248 -j38) A; I; 
=250A 
Deoarece linia consideratá este fárá pierderi, puterea de la 
inceputul liniei P, trebuie sá fie egalá cu cea de la consumator 
P; într-adevăr : 


j y YA P, = Ref U, 1i | =Ref(125+ 1334248 + engl =30: 1f W=P, 
; Ya Factorul de putere la începutul liniei are valoarea - 
6 
Yo A Ro e SE 
Q, = —— e = 0,92 > cos qp>; <>. 
la * Dh 130.10? -250 pS 
Márimile de la intrare sunt prezentate în planul complex în 
Fig 5.107 fig.5.107. 


Aplicația 3. O linie fără pierderi, de lungime | are impedanja de intrare la 
` funcţionarea în gol Ze i scurtcircuit Zu, Să se determine parametni lineici L° şi C°. 


Aplicaţie numerică: Zio” -j 100082; Zi > j4004; f= 50 Hz; | = 200 km. 
U, U chyl + Zoloshyl 
ep 86 


Solutie: Din expresia impedanței de intrare: Zi => 
Z U, 
SCH l2chyl + ==shy] 
LE Zo A 
chy! SS 
obține la funcţionarea în gol, la = 0: Zio = Zo KC respectiv la funcționarea în 
sny 


scurtcircuit , U; = O; 


Zy = ZP Linia fiind fără pierderi y = jP şi øhyl = sinfl; chyl = cosBl, rezultă 
— chy! 
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= 190 -= 
Osila A (op - rk d + sin(ot + y — J (6.14) 
Dacă cuplarea are loc la timpul t = 0, când u = 0, atunci 
CU 
EE sin pe SE + sin(ot — J (6.15) 


Dacă cuplarea are loc la un moment t = 0, când y = «, componenta tranzitorie 
dispare, iar curentul are valoarea: i(t)= JI sinot.Dacă Y > rezultă o componentă 
tranzitonie 1,< 0. 


6.1.2 Circuite cu rezistență şi capacitate 


Se consideră un circuit cu rezistența R şi capacitatea C legate in serie și alimentate la 
tensiunea momentană u, care produce în circuit curentul momentan i. Se obține ecuația 


diferențială neomogenă (fig.6.4) : 
Riu, (6.16) 
unde u. =—j|idt , SC > 6.17 
SES fi (6.17) 
AUS 
| | 1= di | (6.18) 
Din fig.(6.16) gi (6.18) se obține ecuația diferentailá (6.19) și soluţia ei (6.20) : 
du 
i Se +u, =u, (6-19) 
u.(t) =u,(t) + uz (t). : (6-20) 
t 
Componenta u;(t) are expresia ui OSARE, (6.21) 


şi reprezintă soluția generală a ecuației omogene 
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du 
E +u.=0, (6.22) 
iar componenta u(t) este o soluție particulară a ecuației (6.16). Constanta A se determină 
din condiția inițială, 
WU, ) = u(0_)= uo (6.23) 


Relația (6.23) exprimă continuitatea tensiunii u, în momentul t = 0 al cuplării (sau 
comutănii) circuitul ui. 
Aplicația 1. Să se afle curentul i dintr-un circuit cu rezistența R și capacitatea C 


legate în serie, care se cuplează la o sursă ideală de curent continuu, cu Lem U. 
Din (6.19) se obține : 


4 t 
du. 1 U E Se Sie 
+ — U., = 7—, cu soluția GD u; +u,=Ae RC +U, unde u, = Ae RC 

dt Reie a : 
reprezintă componenta tranzitorie, iar U, = U - componenta permanentă, la timpul t = co, a 


tensiunii pe armăturile condensatorului. Constanta A se obține din condiția u(0)=A+U=0, 
deci: A = -U şi rezultă (fig 6.4): 


t 
u, = uh -e gi : (6.24) 


Constanta de timp To = RC, reprezintă subtangenta în orice 
sau i din fig.6.4. Curentul i se obține din (6.18) şi (6.24): 
S t 


du, He 
E ELE (6.25) 
dt -R 
Pentru încărcarea condensatorului este necesară o energie electrostatică: 


punct M al curbelor u 


1=€ 


A S pS 
WE, lar prin efectul Joule-Lenz se consumă energia W, Ta = 1 Cup =W, 


d 2 
adică de la sursă se consumă energia : 
W, =W+W,=CU?. (6.26) 
Aplicația 2. Să se studieze regimul tranzitoriu produs prin decuplarea circuitului 
paralel R, C, care a funcționat în regim staționar sub tensiunea la bome U (fig 6.5). 
t 
du] 


+ —u, =0; u,(t)= Ae RE, unde A se determină din 
dt RC 


condiția: u40) = A = U şi deci (cu constanta de timp To = RC), fig.6.5 : 
t 


Dín (6.19) ge obține: 


u.(t)=Ue P 


t 
du. _ Hz 
t 


d 


í(t)=C 
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6.1.3 Circuit cu rezistență, inductivitate și capacitate 


Se consideră un circuit cu rezistența R, inductivitatea L gi capacitatea C legate în 
serie fi alimentate , la t = 0, la tensiunea momentană u, care produce în circuit curentul 


Fig.6.6 
Dt) are următoarele expersii: 
3 2 


momentan i (fig.6.6.a). Se obține ecuația diferențială 
liniară de ordinul doi cu coeficienți constanți, 


; SE FE. e 
e Ri+L—+-—jidt =u. Cu notatile: 
neomogená SS Si ti 


Le du di deu 
u. =— fidt, ¡=C—, —=C——, se poate 
SH PA ii 
scrie: 
2 
fe poe a, (6.29) 
dt? dt 
a cărei ecuație caracteristică: TLC + rRC + 1 = 0, are 
rădăcinile: 
- CEI 
e op Va? LC 
popi i 
Ee 
2E AL ES 


Solutia ecuației diferențiale (fig.6.29) este: u(t) = 
u(t) + matt, unde u,(t) reprezintă soluția generală a 
du du. 


ecuației omogene: LC + RC 
dt dt 


> zu. zU. iar 


u2(t) este o solufie particulară a ecuației neomogene 

(6.29), care poate fi chiar soluția de regm 

permanent. În funcție de valorile rădăcinilor 

T şir ale ecuației caractenstice (deci în funcție de 
valorile elementelor de circuit R,L,C), soluţia generală 


R 1 
- pentru —> > —— (rădăcini reale, negative şi distincte, r; = -a + b) 
pen A TE ( gatve $ i, 


u(t) Ae + Be”?! = e "lacht + Bes) (6.30) 
INTO er 
- pentru rE = IC ( rădăcinile reale, negative şi egale, r, = 1, = -a) 


u(t)=e"“(A + Bt) 


2 


- tru —— 
o 41* Lë 


(6.31) 


< — (rădăcinile complexe, conjugate, rı > = -atjb) 


u(t) = (A cosbt + Bsin bt)e™ (6.32) 
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În toate cazurile, constantele A și B se determină din condiții inițiale. | 

Aplicaţie. Să se studieze regimul tranzitoriu la un circuit cu rezistența R, induc- 
tivitatea L şi capacitatea C legate în serie, care se cuplează la o sursă ideală de curent 
continuu, cu te.m.U, la timpul t= 0. 
du, 
dt? 


du : s 
Din (6.29) se obține LC + e + u, = U, cu soluția generală u, (6.30), 
(6.31) san (6.32) şi soluția particulară uz = U (componenta permanentă, la timpul t = o, a 
tensiunii pe armáturile condensatorului). 
Soluția generală este: 
1. Pentru R? bae 30) 
ae poe 


u= Ac"! + Bent p renti u,(t)=u, +u,= Ac" + Be”! + U; 


1(t) = SCH = Clr, Act! + pel Constantele A şi B se determină din condițiile: u(0) 
= 0 şi i (0) = 0, formându-se sistemul: A+ B + U = 0, nA+r,B=0 cu soluțiile : 
2 
A=U 2 şi B=U si „unde: ER EE 
DEE bad 2L ASS 


Tensiunea condensatorului şi curentul din circuit sunt reprezentate in tig.6.6.b 
(regimul aperiodic). Valoarea maximă a curentului este im = i(ta). Timpul ta se obține din 


di 2 2 
A Aet +r BEE ta ==>. 


Puncul de inflexiune P al curentului are coordonatele t, și i, unde i, = i(t), iar t, se 


E 
d?i 
? Pa d 3 t 3 nta. = LE 
obține din: — E Ae) Ap Be” )=0, ti = SS 2i 


Sarcina electrică q a condensatorului: q = fidt = C(A + B)= CU. 
0 


3 A, 
> poa (6.31) 

ATEO 
Soluţia generală este: u = (A + Bt)e“, şi rezultă: 


a lu. : 
u(t) = u; +1 = (A + Deg +U; SS = Ce *[B- aja + Bt)] 


Constantele A şi B se determină din condițiile; u,(0)=0 pi 1(0)=0, formându-se 
sistemul: A + U=0, B-aA = 0, cu soluţiile: A = -U, B = -aU. Rezultă regimul apenodio 
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critic (58.6.6) :u¿(4) = U|! - (1 + vie" itj = Ca?ute”* = es 


di :2 
Din: 2 =0 şi MISA d se obțin mărimile: tp = 


dt dt? = 
2CaU 


e2 


A = (to) E. i = Lach = 


3 


- 


3. Pentru 


kee 


Soluția generală este: u, = (A cosbt + Bsinbt)e * și rezultă : 
u(t) =u; + u, =(Acosbt + Bsinbtje Za: 


(1) = GË = Ce” (C, cosbt Ca sinbt), unde: Ci = bB-aA şi C2 = aB+bA. 


Constantele A şi B se determină din condițiile u(0)=0 și i(0)=0, rezolvând sistemul: 
U ` 

A+U=0; bB-aA = 0, cu soluțiile: A = -U şi B= E Rezultă regimul oscilant amortizat 

(£g.6.6.c) 


a. SE GE E 
u(t) =U 1-(cosbt +2 sintr]e 10 =CU 5 E sinbt, sau: i()=iiz 


AA . 2: 
a cint Dim zo e ale 
b dt dt? 
: ; H 2 
t = arctg”, Le (ta) ti = ee - L i kn) „k=0,1,2, 1, =1(0). 


6.2 METODE OPERATIONALE 
6.2.1 Transformata Laplece 


Transformata Laplace a unei funcții original TO se notează cu <[RO] sau F(s) ei se 
obține din integrala Laplace 


4[£(t)] = F(s) = Tdené (6.33) 


unde s este un număr complex (nesublinial în mod convențional) de forma: s=a+jb; 


j= 4-1. Transformata Laplace are următoarele proprietăți mai importante 
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- este liniară 4(A£, (1) + Bf,(t)]= A 4[£,(1)] + B Ap) 


- poate fi aplicată derivatei funcției original A8 = Ell - £(0) 


t 
| 
- poate fi aplicată integralei funcţiei original A d = be 

0 
Pentru a efectua transformata Laplace a unei funcţii original DU aceasta se introduce 
în integrala Laplace (6.33) şi apoi se rezolvă integrala. Fie de calculat transformata 
(imaginea) funcției exponențiale: gn = e Din (6.33) se obține succesiv: 

a Gi a-n T (1-a) — I 

ale | JE e "dt je dee 
în mod similar se obține imaginile diverselor funcții original. În tabelul 6.1 se dau 
originile Rt) şi imaginile respective F(s) ale unor funcții mai uzuale. 


Tabelul 6.1 


6.2.2 Legea lui Ohm şi teoremele lui Kirchhoff în formă operațională 


Fie circuitul serie R,L,C fără cuplaj magnetic, care, la timpul t = 0 se cuplează la o 
sursă de Lem. sinusoidală, u= JZU sinat. Rezultă expresia cunoscută: 
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u=Ri+ LE + fidt, unde į este curentul din circuit Cu proprietățile transformatei 


(6.33) se obține: U(s) = RI(s) + sLI(5) + 19) = (r +8L + 1) I(5), unde: 

Zei =R + sL + = l (6.34) 
reprezintă impedanta operațională a circuitului cu condiții inițiale nule. Rezultă legea lui 
Ohm în formă operațională: 

U(s) = Z(s)1(s). E (6.35) 

Teoremel iui Kirchhof sunt e (6.36),(6.37) 
eoremel: lui off sunt: : .36),(6. 
22(s)1(s) = 2U(s) 
/ Tensiunea u=/2Usinot are imaginea (tabelul 6.1): 
| U(6) = VU: (6.38) 
E ro 
În cazul când t.e.m. la care se conectează circuitul este continuă (U), din tabelul 6.1, 
ezită: U(s) =, E e (6.39) 
La circuitele paralele cu R_L,C, impedanta operațională este obținută din relația: 
e (6.40) 
Zei R sL 
Pentru circuite cu impedanțele Ziel, Zx(s),.... Zei în paralel, rezultă impedanfa 
echivalentă: Z(s) = l i (6.41) 
Z;(s) 
Pentru un circuit mixt: Zuel în serie cu grupul Z„(5) şi Zei în paralel, impedanta 
Z,(5)Z,(5) ; 
echivalentă este PEN el Me (6.42) 
A ji Le) Za (5) + Za(s) 
R L Aplicația 1. Sá se determine curentul i dintr-un circuit cu 


rezistența R şi inductivitatea L legate în serie, care se 
cuplează la o sursă ideală sinusoidalá: u=V2Usinat, 
cuplarea având loc la timpul t = O, când u are valoarea zero 


(4.0 f . (Deem 
Impedanta operațională a circuitului este (6.34): 


Fig 6.7 Zich + sL, iar tensiunea operațională are expresia (6.38): 
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Fractia F(s) nu se regăseşte în tabelul 6.1, deoarece se descompune in fracții simple 
de forma i = Aș BEC unde A, B și C sunt constante care se 
2) au E re i 

L 


determină prin identificare: 


R 2 AR S E ME e FA 
1= (A+ B)+dBE+C) + Ao Ee deci: A+B=0; BREA Ao a = 


ES e E RL 


A 


UoL| 1 R o S 


] 
| 
) 


Curentul operațional ia forma (477 Rol fai ES 
È 
R ` 
Din tabelul 6.1 se obfin mule. d L + ctgpsinat - csat |, 
unde = sine = me 
Rezultă curentul din circuit (fig 6.8) 


e E 
i(t) = JAsinpe E +4/2Isinsmot- o) =1 tiz. 

tutela Aplicația 2 . Să se determine 

SS curentul i dintr-un circuit cu 
rezistența: R, inductivitatea L e 
capacitatea C legate in serie, care se 
cuplează la o sură ideală de tem 
sinusoidală, us /2Usinat, 
(fig 6.9). Impedanta operaţională a 
cirouitului este (6.34) 


s l 
Z(8)=R +eL + —, lar tensiunea 
CA 
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operafionalá este (6.38): U (s) = VŽU Se obține curentul 
Us) Jet) 5 
operațional: I(s) == =.== 
29 ` L e vele vers 
L 
Rádácinile ecuației caracteristice sunt 
o AZ Al 
=-—+ + b 
NAL TO 
Pentru e SE rezultă a 
S g V2Ua F(s). 


2 5-1 6-1) L 


Funcția F(s) se E în fracții simple: 


a e ne ee le 
s? +0? SS Ajo? 


s- 5- 


mde A,B,D gi E sunt constante reale, care se determină prin identificare ( 


v. aplicația 1). 
Lsin q Lcos E = Lcoso 
E = „B= > = -——| e = o > 
EE EE 


Segeler EI 4x2. 


Soluțiile (A,B,D,E) se introduc în fractia F(s) descompusă şi rezultă expresia 


y 
curentului operațional: we Pa = Ee SE +E } E 
"+0 DE io E-N s-n/ 

Din tabelul 6.1 se obțin originalele 


¡(t) === a e“ (De Be Bo“), V2Isin(ot + (p), unde: 
1 1 
Delai +B? _ U OS 
= 7 S : : ger tg Se 
gab 
8 aC, 


Aplicația 3. Să se afle curenții din laturile circuitului reprezentat în fig. 6.10, la care 
se cunoac U,R,, R3 ți L, 


= Ai 


U Ri 
Rezultă: U(s) = — şi Ael-R + a 
ezultă: U(6)= — și AER +a o 
LN U(s) U l 
82 2 2 — 3 
i 5) D R RSL 
1 
Rz +sL 
o l _____|. Se determină tensiunea operafio- 
$ R; D R; + R3 et R,R2 = 
L(R, +R2) 
nală între punctele A și B: U(s)=1,(5)Z ell = = ` sL a 
5 > y + 
R 2 2 
eg R>+sL 


Rezultă curenții din ramurile paralele: 


Uapls) U l 
1 = = 
2(5) R RER R, 
UR, + R2) 
| | 
_Uag(6) ` U|l ] A 
a o AR > 
(OS, > R) 


Fig.6.11 


verifică: 15) =0. Din tabelul 6.1 se obțin originalele curenților tranzitoni (6g.6.11) 


t GE 
pu VIE NA A mn | l 
E e To. i (t)= e O; ij()=—il-e DL unde To 
OR 2 SE, | a(t) Ry + Ra A R| E 


T R, + Ra 
este constanta de timp. 047272". 
RR 


Alte aplicații simple sunt prezentate în fig.6.12 - 6.15 
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4 
Alte aplicaţii simple sunt prezentate în fig.6.12 - 6.15. 
R L y i 
R 


; = 20) = 


Circuitul real 


(Regim aperiodic) 


NAAA 
e Lie - rXs - r, ) 


Taria ani 
It 3 
E ñ -r 
= n=-a+b;r,=-a-b 
Ri 1 : US ere -bt 
é E A a == = 
Cazul M: Gre a, 


0 


(Regim apenodic critic) 
I(s)= a ils Leg 
Lis 


— E 


pala . Uls) 
S 
(condiţii inițiale nule) 


Lilo) 


n=-atjb na -a-jb 


i0)= a sinbt 


e 202 = 


Fig. 6,14 


1(s) = cul 


i(t) = KK 


Fig.6,15 
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6.2.3 Circuite electrice în regim tranzitoriu cu condiții inițiale nenule 


Fie o latură de circuit (fig.6.16.a), la care se poate scrie: 


Ri+ LO + MS +U, = U+ Up, (6.43) 
t 
in care, admițând că condensatorul a fost încărcat in prealabil cu sarcina electncă 
0 
q(0) = fidt (6.44) 
rezultă tensiunea pe condesator : 
A A 
u. = — fidt =— | idt + —| idt. (6.45) 
„ajase hana 
Expresia: 
Ka - 
S fidt =U.(0) (6.46) 
reprezintă tensiunea pe condensator la timpul t = 0, deci 
Es = 
0)+ — | idt (6.47) 
do) cl 
Rezultá expresia 
u+u Ri + Li + MĂ + U(0)+ Jide, (6.48) 
5 dt dt o 
a cărei transformată Laplace este: 
U(s) + U, (5) + Li(0) + Miy (0) - —— dude + sL+ — S Lu(s)M (6.49) 
y 
în care Li(0), Mi(0) şi za, sunt surse de te.m fictive în formă operațională. Cu 
S 
notafiile U.(s) pentru Lem. echivalentă operațională şi Z(s) pentru inpedanta operaponală 
repultă: 
z U.(0 
U.(s) = U(s) + Li(0) + Miy (0) - U.(0) ; (6.50) 
$ 
1 
=R+sL+—, (8.51) 
Ziel £ SC (6 
U.(5)+ U, (6) = 1(5)Z(8) + Lu (s)M (6.52) 
Torema întâi a lui Kirchhoff în formă operațională este 
Y Us) =0 (6.53) 


Dacă se scrie (6.52) pentru toate laturile unei bucle închise şi apoi se insumează 
expresiile, se obține "teorema a doua a lui Kirchhoff in forma operaponalá” (in care se 
admite 11,50): 


ZA 8)1(s) = YU ¿(s (6.54) 


unde WE, (5) = 0, deoarece do este închisă 
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. RE i B bucle fundamentale și L laturi, 
Pentru a studia (a rezolva) un circuit cu N nodun, în regim tranzitoriu, cu 
condiţii inițiale nenule, prin 
metoda transformări La- 


la care se poate atașa relația 
(6.49), apoi se scriu de (N- 
1) on relaţia (6.53) și de B 
ori relația (6.54), se rezolvă 
sistemul de L ecuații cu L 
necunoscute în l(s) gi se 
efectuează transformarea 
Laplace inversă: 


(6.55) 


(9 = £” [165)] 
pentru fiecare curent din cele L laturi ale circuitului, utilizánd una din metodele de 


inversiune sau tabelele cu transformate Laplace. 

Aplicația 1. Circuitul din fig.6.17 este alimentat în regim permanent la tem U,, cu 
întrerupătorul K deschis. La timpul t 7 0 se închide intrerupátorul. Sá se afie tensiunea din 
secundar u = W(t) ştiind că Ro = R; = R (deci, din motive de simetne, i = i' şi i» il 
Milo) 


Se 
lis) 
a. b i 
A is} 
Fig.6.17 
Din condițiile inițiale se obține: Li(0) = 0) = A = SNS 
Sr A R, ES R+2R, 


Rezultă sistemul; el = 1(5) + 12(5),R,1,(5) + 2R,1,(s) = ui 
$ 


MM Ri (mio Pa : 
(s) 212 (8) = Li(0) = L Ce CH din care se obţine Wei prin eliminarea 1,(s) și Luet. 
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5 unde: 


EEN — 2 


Rezultă originalul: u,(t)= ae H =ae 10, 

Aplicația 2. Circuitul din fig.6.18 funcționează în regim staționar cu intrerupátorul K 
închis. La timpul t=0 întrerupătorul se dechide, Se cere i(t), E u,(t)= U,sin(ot+ y) si 
ux(t) = Uz (c.c.). 


PE LI) 
U, (s) lis) 
> U, (si = 
e Us lol 
S 
Fig.6.18 


Rezultă: Li = pe 
(R? + 0212) 
U, (5) = Uy (ssiny + o cosy) 


e 
1 
, As)=R RE sp 
s2 +0? EE Ee 


U, (£) + U, (5) + Li(0) — 
Gm Ce 


După înlocuirea mărimilor cunoscute se obține: 


D D 1 l 
2 ——, unde A,, Az, A; şi A, deni 
E +0? 6 +02 ER Pe Ta NES dus (ee 


q= areg: Uc(0) = Uz; U, Es 
S 


U E 


de valorile R,, Rz, L şi C, iar: 1, 7 = AR; t (Ri Ra) l 


Rezultă: i(t) = A, cosot + A. sinot + Aze"! + Ae! 


